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 مقدمة  .1

 
 
 مفيدين لأي طالب علم:   الله، شعر للإمام الشافعي رحمه من ال  نر في البداية ببتيأذك

 أخي لن تنال العلم إلا بستةٍ ... سأنبيك عن تفصيلها ببيان  

 
ٌ
 أستاذٍ وط ذكاءٌ وحرصٌ واجتهادٌ وبُلغة

ُ
ـــــــــ... وصحبة  ولُ زمان  ــ

 
ً

أموالا العالم  في  الدول  جميع  أسباب  تنفق  بالتأكيد  ذلك  وراء  وتكمن  الناشئة،  لأجيالها  الرياضيات  لتدريس   

التفكير في أسئلة من قبيل: ما هي الأسباب التي تجعل تدريس الرياضيات مشروعً   ،معينة. ولذلك ا  ا مجتمعيً يحق للمرء 

 ضروريً 
ُ
 س للناشئة؟ وبالأحرى، ما هي الرياضيات التعليمية؟ در  ا؟ وما هي الرياضيات التي ت

ا إن تدريس الرياضيات يستمد مشروعيته المجتمعية من سببين  فيما يتعلق بالسؤال الأول، يمكن القول عمومً 

 هما:  ،رئيسيين

ا  تطوير وتنمية المهارات العقلية الاستنباطية لدى الناش ئ، وذلك لكون الرياضيات تمثل النموذج الأكثر وضوحً  -أ

الزعموحضورً  بأن    ،دون مبالغة  ، ا للتفكر البشري الاستنباطي الضروري لحياة الأفراد ولحياة المجتمع. ويمكن 

 
 
 تعل

 
رفة البرهانم الرياضيات هو تعل  . ا فن البرهانأو أيضً   ،م ح 

البشرية -ب المعارف  من  الكثير  واستخدام  وتطوير  لفهم  علم ضروري  كالفيزياء    ، الرياضيات  الدقيقة  العلوم  مثل 

 وغيرها.  ،والكيمياء، وعلوم المهندسين مثل الإعلام الآلي والإلكترونيك والآلية

  إلى ضرورة   ،الجامعاتفي  وحتى    ،س ي الرياضيات بالمدارس الابتدائية والمتوسطة والثانويةدر  ويجب لفت انتباه مُ 

 نصب أعينهم  الهدف الأول المرجو من تدريس الرياضياتوضع  
ً

ا أكبر للشباب الناش ئ لتحقيق   فرصً ، وذلك لكي يعطوا أولا

 لكي يمنحوا نشاطاتهم التعليمية معان حقيقية جادة وخالية من العبث. ،اأهدافه المشروعة في الحياة، وثانيً 

سة على نظرية المجموعات  الرياضيات المؤس    أييمكن القول إن الرياضيات التعليمية هي الرياضيات الكانتورية،  

س ي الرياضيات الجادين الإلمام بالمبادئ  در  على هذا، ينبغي على مُ  وعلى المنطق الرياض ي الكلاسيكي. بناءً  )Cantor( كانتور ل

و  النظرية،  لهذه   اطلاعً   الاطلاعالأساسية 
ً

كاملا الكلاسيكيا  للمنطق  الأولية  المبادئ  على  بمعاني    ،   الكاملة  المعرفة  مثل 

المنطق هذا  إطار  في  المنطقية  المنطقية  ،الروابط  بالمسلمات  المقبولة  شهرة    ،والمعرفة  الأكثر  الاستنباط  وبمبادئ 

 ا. واستخدامً 

 حد  
 
مسل عشر  الرياضيات  علماء  س مات  د   

ؤس 
ُ
باسم  ل  ت الرياضيات  أبجديات  في  والمعروفة  المجموعات،  نظرية 

" 
 
 مسل

 
 مة الاختيارمات زرميلو وفرانكل + مسل

 
   وف". ومن جانبهم، اعتمد خبراء التعليم ومؤل

 
مات  كتب الرياضيات هذه المسل

كما   وينبغي،  الرياضيات.  تدريس  عملية  في  قاعدية  تعليمية  شيركأهداف 
ُ
آنفً   أ ذلك  ما،  إلى 

 
يُل الرياضيات    و سمدر    أن 

وربما  و الجاد   المسلمات،  بهذه  القارئ  كفيهم مبدئيً تن  الجزء. ولمساعدة  في هذا  عنها  والتي سنتحدث  منها،  معرفة خمس  ا 

about:blank
https://en.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor
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بالإنا سريعً   الكريم على الاطلاع عليها اسمها  "، Zermelo-Fraenkel Axioms + Axiom of choice":  ليزيةك، نورد 

 .ZFCإلى نظرية المجموعات المستخدمة في الرياضيات التعليمية بالاسم   ااختصارً  شار في الكتب ا ما يُ وكثيرً 

الأساسية الأمور  المجموعات  أيضًا  من  نظرية  لغة  الرياضيات  مدرس  يعرف  معرفة    ، أن  بمقدوره  يصير  حتى 

 ة معرفة كاملة.اتي طريقة تكوين الصيغ الرياضي

 
ُ
  لقد أ

ا  ا وسندً ا لتحقق الهدفين المشار إليهما، وبذلك يصير عونً هذا المقال حول الرياضيات التعليمية تحديدً   عد 

 س ي الرياضيات في السنوات الجامعية الأولى.س ي الرياضيات في المدارس الثانوية، ولمدر  در  لجميع مُ 

الرياضي  اللغة  وهي  المجموعات،  نظرية  لغة  المقال  لكتابة  اتييعرض  الضرورية  العالمية  الرياضيات    كلة  قضايا 

المعتم  رمزيً  الأولي  الكلاسيكي  الرياض ي  للمنطق  الأولية  والمبادئ  يُ ا،  الرياضيات.  هذه  تدريس  في  واحدً قد  د  المقال  من  م  ا 

 
ُ
ة. كما تم تضمينه الطريقة الصحيحة،  اتيا في البراهين الرياضيوأكثرها ألفة واستخدامً   اتيظم الاستدلال الرياضيأبسط ن

يُ  يتبن  التي  أن  مُ فترض  الصحدر  اها  الصيغ والمبادئ  لتعريف  إعداد دروسهم،  في  المنطق  الغايات من هذا  ي سو  حة. إحدى 

يُ   يالتضمين ه لا  الذي  الهدف  المنطق، وهو  برامج  في  الصحة  الهدف الحقيقي من تدريس جداول  أي  قد  تبيان  ة خدمة  م 

س  با ، علمً اتيلتعلم حرفة البرهان الرياضي
ُ
 ا من أجل ترسيخ هذه الحرفة في الأذهان. س تحديدً أن المنطق أ

التي  يتبن   النظر  وجهة  المقال  هذا  اتفق  ى  عرض  وهي  العشرين،  القرن  بداية  في  الرياضيات  علماء  غالبية  عليها 

ة عالمية هي لغة هذه النظرية. ولا يحتوي على أمور جديدة حول  اتيوبواسطة لغة رياضي  ،العلم في إطار نظرية المجموعات 

الرياضي أنه،    اتيالمنطق  في  أهميته  تتناول  لا توجد  حسب المؤلف،  بالكلاسيكي والرياضيات، وإنما تكمن  نصوص عربية 

الفرنس ي   للأستاذ  "الجبر"  كتاب  في  المعروض  النص  باستثناء  اللهم  ذاتها،  بالطريقة  التعليمية  الرياضيات  روجي  موضوع 

بتعريبه.  (Roger Godement)  غودمان عتيق  ويوسف  الله  سعد  خالد  بكر  وأبو  عبيد  مختار  الأساتذة  قام  والذي   ،

محلية أو قادمة من مصر أو سوريا، والتي  سواء كانت  من المنطق الأولي،  ا جانبً  ، التي تتناول جميع الكتب المصاغة بالعربية

قام المؤلف بمعاينتها، لا تتناول سوى جداول الحقيقة، وهذا يعني أنها لا تتناول المنطق كما ينبغي، وإنما تتناول بالأحرى  

فهم المنطق الأولي على الرغم من بساطته، ومن    ، أعاقفي نظر المؤلف  ذا، وه  .(Boole)  بول ا آخر يتعلق بجبور  موضوعً 

 بعملية تدريس الرياضيات الأولية.  أضر   ثمة

المقال   ولكنه دقيق جدً ا قصيرً نص    أيضًايتضمن  طالب  ا،  التي  الصورية،  والرياضيات  الصورنة    هيلبرت ا، حول 

(Hilbert)    منه والاستفادة  مقالاتهم  في  استخدامه  العلوم  فلسفة  لطلاب  ويمكن  العشرين.  القرن  بداية  في  بتأسيسها 

 ونشره لديهم. 

الكلاسيكي وعن اتساق نظرية المجموعات    اتيلمنطق الرياضياعنى الجزء الثالث بالحديث عن معنى الحقيقة في  يُ 

 المنقوصة مسلمة الاختيار. 

 

 𝐂𝐌𝐋الحقيقة في   .2

 
ُ
رياضسم  ن نظرية  اللغة  ياتيي  على  مبنية(  )أو  مؤسسة  كلاسيكية  ثلاثية  𝔏1Setة  الشكل  كل  Th  من  =

(𝔏1Set, CML, Γ) حيث ،For(𝔏1Set) ⊇ Γ.   
ُ
   Γدعى  ت

 
 Thمات غير المنطقية للنظرية بمجموعة المسل

ُ
 ThmΓدعى ، وت

صيغة   أية  توصف  الأساس  هذا  وعلى  )الصحيحة(.  للبرهان  القابلة  صيغها  ThmΓبمجموعة  ∋ 𝑃    في صحيحة  بأنها 

 .Thالنظرية  

 
ُ
  اتيم في براهين صيغها الصحيحة هو المنطق الرياضيبأنها كلاسيكية، لأن المنطق المستخد    Thف النظرية  وص  ت

   Thة بين  اتييطابق مؤلفو الكتب الرياضي  ما  اغالبً الكلاسيكي. و 
 
 Γماتها غير المنطقية  ومجموعة مسل

ً
 من أن يقال  ، فبدلا

 ا. وهذا ما سنتبناه فيما يلي.جر   تحقق كذا وكذا"، وهلم   Γتحقق كذا وكذا"، يقال "النظرية   Th"النظرية  

https://en.wikipedia.org/wiki/Roger_Godement
https://en.wikipedia.org/wiki/Roger_Godement
https://en.wikipedia.org/wiki/George_Boole
https://en.wikipedia.org/wiki/David_Hilbert
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,𝔏1Set)الثلاثية   ى ما هي في الحقيقة سو   ZFCنظرية المجموعات  CML, ZFC).   
 
مات  ونذكر أن مجموعة المسل

 على  بالضرورةوي تغير المنطقية لكل نظرية في الرياضيات التعليمية تح 
 
 .ZFCمات  مجموعة المسل

المنطق   أن  واستخدامً   CMLبما  شهرة  الأكثر  النموذج  الأخرى،  هو  الاستنباطي  المنطق  أنواع  جميع  بين  من  ا 

عد   فالحقيقة فيه 
ُ
 قرينة للبرهان. وعلى هذا الأساس لدينا ما يلي: ت

إن    ⦁ النظرية  is true  𝑃"صحيحة    𝑃نقول     ،Γ" في 
ً
إذا كان  Γ  ا من إذا كانت قابلة للبرهان انطلاق ThmΓ، أي  ∋ 𝑃    أو

Γ ⊢ 𝑃  .حسب مبدأ الثالث المرفوع، "كل صيغة قابلة للبرهان أو غير قابلة للبرهان في النظرية  وبΓ ًكل صيغة    :ا"، أو أيض"

" كما يلي  Γغير قابلة للبرهان في النظرية  𝑃". ويمكن صياغة القضية "الصيغة Γصحيحة أو غير قابلة للبرهان في النظرية 

الخلط بين "عدم ينبغي    لا  الحذر الشديد في هذه الحالة، إذ  جب توخي"، ولكن يΓغير صحيحة في النظرية    𝑃"الصيغة  

 الصحة" و"الخطأ"، الذي نعرفه فيما يلي: 

غير    𝑃¬. ويمكن تعويض الجملة "Γصحيحة في النظرية    𝑃¬إذا كانت    Γ" في النظرية  is false  𝑃"خاطئة    𝑃نقول إن    ⦁

للبرهان   النظرية  قابلة  "Γفي  بالجملة   " 𝑃  النظرية في  خاطئة  صيغة  Γغير  "كل  المرفوع،  الثالث  مبدأ  ولذلك، حسب   ."

 ".Γخاطئة أو غير خاطئة في النظرية 

" Γلبرهان في النظرية  لغير قابلة    𝑃القضية "   ذاتها  " ليست هي Γخاطئة في النظرية  𝑃 ا أن القضية " لاحظوا جيدً 

"(. وعلى هذا الأساس، لا يحق لنا تطبيق مبدأ الثالث المرفوع للقول إن  Γصحيحة في النظرية    𝑃)النفي المنطقي للقضية " 

إذ  ا،  على العكس، هذه القصية غير صحيحة عمومً بل  " صحيحة.  Γالقضية "كل صيغة صحيحة أو خاطئة في النظرية  

النظريات الرياضي  إن اللغة  اتي غالبية  من الصيغ غير الصحيحة وغير    ئيلانهاعدد  على  وي  ت تح   𝔏1Setة المؤسسة على 

 نها غير مكتملة. أبالصيغ غير القابلة للإقرار. توصف هذه النظريات ب ما يُعرفالخاطئة، وهي 

ي المنطق التجريبي الفيزيائي، يتم المطابقة بين  كذلك فو   ،المسيطر على عقول الجميع  ،في المنطق التجريبي العادي

الصحة وعدم  تلقائيً   ، الخطأ  يعتبرون  البشر   لأن 
ً

مكتملا المنطق  هذا  الفيزيائيون حججً قد  ويُ   .ا  أن  م  على  للتأكيد  كثيرة  ا 

 مكتمل.  غيرالكلاسيكي  اتيأن المنطق الرياضي del)ö(G غودلأثبت  في المقابل،منطقهم التجريبي مكتمل. 

ا، وبتعبير آخر، كل  صحيحة وخاطئة في آن معً تكون  لا توجد صيغة    ،𝔏1Set  سة على اللغةة نظرية مؤس  في أي    .4  مبرهنة

 ا غير صحيحة. صيغة خاطئة هي حتمً 

For(𝔏1Set)لنستخدم مبدأ برهان الخطأ بالتناقض. وعليه، لتكن    برهان.ال ⊇ Γ 
ً

 𝑃 أنه توجد صيغة  ، ولنفرض جدلا

   يمكننا أن نكتب ما يلي:  ،. في هذه الحالةΓا في النظرية صحيحة وخاطئة معً 

1. Γ ⊢ 𝑃  )فرضية( 

2. Γ ⊢ ¬𝑃  )فرضية( 

3. 𝑃, ¬𝑃 ⊢ 𝑃 ∧ ¬𝑃   حسب مبدأ إدخال الرابط(∧ ) 

4. Γ ⊢ 𝑃 ∧ ¬𝑃  ( 3و   2و   1)حسب 

5. 𝑃 ∧ ¬𝑃 ⊢ 𝑄  حسب مبدأ(Ex Falso Quodlibet  حيث ،) For(𝔏1Set) ∋ 𝑄   

6. Γ ⊢ 𝑄  ( 5و   4)حسب 

7. ThmΓ = For(𝔏1Set)  لأن ،𝑄 الصيغة كيفية . 

أبدً   Γندرك أن النظرية    7من   ا، وعلينا التخلص من كل الفرضيات مؤدية  متناقضة. هذا الوضع لا يجب أن نصل إليه 

 ∎ . انتهى البرهان.2و   1تحقق  𝑃إليه. وعلى هذا الأساس لا توجد صيغة  

https://en.wikipedia.org/wiki/Kurt_G%C3%B6del
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ة شائعة بكثرة في   ستخدم حج 
ُ
سميه علماء  يحقق ما يُ   أنه  اتلقائيً   وذلك لأننا نفترضالمنطق التجريبي العادي،  ت

أنها خاطئة تمامً  ، لأنه بكل بساطة لا يحقق خاصية الانفصال المشار  CMLا في المنطق  المنطق بخاصية الانفصال، بيد 

 :التالي ا في التكافؤ إليها. هذه الحجة تتمثل تحديدً 

𝑃  الصيغة ⟺  صحيحة 𝑄  صحيحة أو الصيغة 𝑃 الصيغة ∨ 𝑄 صحيحة    )*( 

التالي، الذي   ، ويجب استبداله بالاستلزامCMLخاطئ في المنطق لكنه ع المنطق التجريبي، ا صحيح في جميع أنو وهو تكافؤ 

 :CMLفي   اصحيحً يُعد  

𝑃  الصيغة ⟸  صحيحة 𝑄  صحيحة أو الصيغة 𝑃 الصيغة ∨ 𝑄  صحيحة 

 

 ، وهما: ZFCين شهيرين غير قابلين للإقرار في نظرية أأعرض هنا مبد

 بحيث  ℝ في 𝑋  لا توجد مجموعة جزئية وغير منتهية لكانتور. 𝐂𝐇  فرض المستمر

ℵ0 = cardℕ < card𝑋 < 𝔠 = cardℝ = 2ℵ0 . 
 

,𝑋)  لتكن .𝐒𝐏  (Suslin) سوسلين مسألة   ، وتحقق الشروط التالية: اا كليً مجموعة مرتبة ترتيبً  (≥

1.  (𝑋,  ا أعلى؛ حدً  تملك 𝑋تامة؛ بمعني أن كل مجموعة جزئية غير خالية ومحدودة في  (≥

2 .(𝑋, 𝑋  كثيفة؛ بمعنى أنه من أجل كل (≥ ∋ 𝑥 وكل  𝑋 ∋ 𝑦 يحققان  𝑥 < 𝑦يوجد ،  𝑋 ∋ 𝑧 بحيث  𝑥 < z < 𝑦؛ 

3 .(𝑋,  ن؛ يغير موجود 𝑋  غير محدودة؛ بمعنى أن العنصرين الأكبر والأصغر في (≥

4 .(𝑋,   قابلة للعد، 𝑋تحقق شرط السلسلة القابلة للعد؛ بمعنى أن كل عائلة مجالات منفصلة مثنى مثنى في   (≥

,𝑋)  في هذه الحالة يوجد تشاكل مجموعات مرتبة بين  ,ℝ)و   (≥ ≤ℝ). 

 

م بصحة أحدهما،  ا في مواقفهم حيال هذين المبدأين؛  فعلماء الرياضيات أحرار تمامً   ،وهكذا  
 
ٍ منهم أن يسل

فلكل 

 .أو بنفيه المنطقي، أو أن يهمله ببساطة

أن   في    SPو    CHلاحظوا  خاطئان  ولا  صحيحان  ذلك  ZFCلا  ومع  CHن  ي الصيغتفإن  ،  ∨ ¬CH    و SP ∨

¬SP صحيحتان فيZFC  حسب مبدأ الثالث المرفوع. وهذا يخالف بوضوح التكافؤ)*( . 

كمسلمة غير منطقية جديدة إلى   𝑃ا إضافة  " تعني تحديدً 𝑃، الجملة "نفرض أن  Γنظرية    ضمنفي إطار العمل  

Γ  ،أن    أما "نفرض  أن    فتعني صحيحة"    𝑃الجملة  النظرية    𝑃"نفرض  في  للبرهان  أن  Γقابلة  "نفرض  الجملة  بينما   ،"𝑃 

 ".Γقابلة للبرهان في النظرية   𝑃¬"نفرض أن   تعني  خاطئة"

 

 اتساق نظرية المجموعات المنقوصة مسلمة الاختيار .3

 ها وتطوير على أسس صلبة إلى إدخال نظرية المجموعات    اتيت المحاولات الرامية إلى بناء التحليل الرياضي لقد أد  

 ا رتباهذا الإنجاز الاستثنائي    قد ارتبطبل كانتور في نهاية القرن التاسع عشر. و من ق  
ً
بافتراض وجود مجموعات    اا وثيقً ط

تعلق  تمفارقات    النظرية الجديدة  هذه  في  ا أن تنشأ لم يكن مستغربً   ، من هناو غير منتهية عصية على الفهم والاستيعاب.  

ذات الطابع المنطقي المحض، والتي    ،(Russell)  راسلمفارقة    هذه المفارقات  في الرياضيات. ولعل أشهر  "الوجود"بمعنى  

 ن افتراض وجود مجموعة عناصرها هي على وجه التحديد تلك المجموعات التي لا تحتوي على نفسها كعنصر. عنشأت 

https://en.wikipedia.org/wiki/Mikhail_Suslin
https://en.wikipedia.org/wiki/Bertrand_Russell
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تأسيس الرياضيات على   إلى هيلبرت دعاحول نظرية المجموعات والمفارقات المرتبطة بها، المثارة ولتجاوز الشكوك  

 ، مقترحً صلبة  أسس جديدة
ً
 ، (Brouwer)  ريو ابر لتحقيق ذلك. من جانبه طالب    ا في الوقت ذاته نظريته للبرهان وسيلة

 ببناء الرياضيات على أسس المذهب الحدس ي، الذي كان يؤمن به.  ،وللغاية عينها

تأثيرً  أشد  كان  الذي  هيلبرت،  بر اقترح  من  أوساط  ويراا  الرياضيات  في  للنظر    تؤخذأن    ، علماء  كموضوعات 

. وهكذا ينبغي أن تكون موضوعات النظر  العبارات حول هذه الأشياءة في حد ذاتها، وإنما  اتي الفكري ليس الأشياء الرياضي

المركزية    جُ الفكري 
ً

   ملا
ُ
 ت

 
رياضيمث عبارات  معينةاتيل  المثال  .ة  سبيل  "  ، فعلى  إن  تقول  التي  العبارة  في  النظر  بعض عند 

المعطاة موجودةالذات    𝐴  الأشياء الأشياء  خصائص  الاعتبار  في عين  نأخذ  بل    𝐴"، فلا  الجملة وجودها،  التي تؤكد هذه 

رياضي لغة  أبجدية  )كلمة( من حروف  منته  المكتوبة على هيئة تسلسل  أن تكون  ة، والتي يفترض غالبً اتيالجملة نفسها  ا 

طبق طرق الاستدلال في المنطق على مثل هذه الجمل. ولا ينبغي أثناء هذه التطبيقات، النظر إلى محتوى الجمل،  
ُ
منتهية. وت

إلى بنيتها النحوية فقط. أخيرًا، يجب اعتبار مجموعة معينة من الجمل متسقة إذا لم يكن من الممكن أن نستنتج   وإنما 

عرف هذا المقترح في أبجديات أسس  منها بواسطة طرق الاستدلال جملتين متناقضتين، الواحدة منهما هي نقيض الأخرى. يُ 

الشكلنة   أو  الصورنة  بمبدأ  إلى    (Formalism)الرياضيات  يُنسب  ويُ الذي   هيلبرت، 
 
الصورية  شك الرياضيات  أساس  ل 

(Formal mathematics) . 

   مفادهاإلى رؤية جديدة ترافق ظهورها مع مقترح هيلبرت،    هنا  وتجدر الإشارة
 
ن أحدهم من إثبات  أنه عندما يتمك

مثل المجموعات غير المنتهية، أو تؤدي إلى   ،ة عصية على التصور الحدس ياتياتساق مجموعة جمل تتضمن كائنات رياضي

الكائنات    إنهوجودها، ف    على نحو ما يُفهملا يثبت وجود هذه 
ُ
  إمكانية   ،بالأحرى   ، ، وإنما يثبتيفلاطونالأ ل  في مذهب المث

 ا وتناقضً التعامل مع الجمل الواصفة لهذه الكائنات دون أن يحدث ذلك ضررً 
ُ
ظهر هذه الرؤية الفرق الرئيس  ا في الفكر. وت

 بين الصورنة والأفلاطونية.

الصورية الرياضيات  لتأسيس  هيلبرت  برنامج  في  الأساسية  النقاط  إحدى  المسموح  عن  إعلانه    ،كانت  الوسائل 

 خدامباست
 
  أطلق عليها اسمطرق معينة دون غيرها،    عتمادقد طالب بافمات المختلفة.  ها في إثبات اتساق مجموعات المسل

الانتهائية" الاستدلال  وطالب"طرق  شير    ، ، 
ُ
أ  ب  ، اآنفً إليه  كما 

 
المسل "مجموعات  الاستنتاجات"  اعتبار  و"مجموعات  مات" 

"مجموعات كلمات" مصاغة بأبجدية منتهية. وقد استغرق هيلبرت وتلاميذه عشر سنوات كاملة، هي    بمثابة  المستندة إليها 

العشرين  عقد القرن  من  ليس  (1930-1920)  العشرينيات  لبناء  أساسية  اعتبرها  والتي  الانتهائية،  النظرية  لتأسيس   ،

 الرياضيات فحسب، بل وكل علم دقيق. 

 ولكي تستوعب الرياضيات الصورية كل الرياضيات العادية، ضمن هيلبرت برنامجه النقاط التالية:

 ،ة القادرة على وصف كل مواضيع الرياضيات العاديةاتيتطوير ودراسة اللغات الرياضي  -1

 ،تطوير ودراسة نظم البرهان في الرياضيات، وبخاصة المكتملة منها  -2

3-  
 
 ، مات مكتملة للرياضياتتطوير جمل مسل

 . إثبات اتساق الرياضيات المنشأة بالخطوات الثلاث السابقة -4

بأما   هيلبرت  طالب  الذي  الصارم  مراعاته الشرط  أشير-  ضرورة  سابقً جزئيً   إليه   وقد  اللغات  ف  -اا  أبجديات  تكون  أن  هو 

   اتية ونظم الاستدلال الرياضياتيالرياضي
 
ا  مات كلها مجموعات تراجعية أو مجموعات قابلة للتحديد خوارزميً وجمل المسل

ثبت لاحقً أو مجموعات قابلة للإقرار خوارزميً 
ُ
 ا )أ

ُ
. كما  ا(ا واحدً مثل مفهومً ا في نظرية التراجع أن هذه المجموعات الثلاث ت

 أن تعتمد براهين الاتساق على الطرق الانتهائية وحدها.  اشترط 

نجزت
ُ
أ محتوى  حيث  بسهولة،    الأولى  1المهمة    لقد  وصف  على  القادرة  المجموعات  نظرية  لغات  تطوير  تم 

اللغة   ومنها  العادية،  الهيلبرتية    𝔏1Setالرياضيات  الاستدلال  نظم  جميع  أن  غودل  أثبت  كما  هنا.  أوردناها   HKالتي 

https://en.wikipedia.org/wiki/L._E._J._Brouwer
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دلاليً  ما  مكتملة  وهو  لا، 
 
ث إنجاز  م   2المهمة    نجاح 

ُ
ت الشأن  هذا  في  غودل  نتيجة  بمبرهنة  .  الرياضيات  أبجديات  في  دعى 

ن غودل من خلال تقديمه لمبرهنتي عدم الاكتمال الأولى والثانية استحالة  أخرى من ناحية    .الاكتمال الدلالي لغودل بي   ،

 ، الأمر الذي أدى، فيما يقال، إلى إصابته وهيلبرت بالإحباط الشديد. 4و   3إنجاز المهمتين  

عد   
ُ
إذ لم تزعزع أسس الفكر الرياضياتي  مبرهنة عدم الاكتمال الثانية لغودل مبرهنة استثنائية في الرياضيات،  ت

بأسره الغربي  الفكر  ركائز  أيضًا  بل مست  يلي نص  .فحسب،  فيما  النظرية    المبرهنة  وسنعرض  إطار  نظرية ZFفي  ، وهي 

 المجموعات المنقوصة مسلمة الاختيار. 

For(𝔏1Set)لتكن   ⊇ Γ   
 
 ConΓ، ولنرمز بالرمز  ZF  مات مجموعة صيغ تراجعية ومحتوية على مجموعة المسل

"النظرية   القضية  تبدو  متسقة  Γإلى  لا   ."ConΓ   ًالمجموعة  ظاهري إلى  منتمية  بوضوح For(𝔏1Set)ا  تبدو  أنها  بيد   ،

بواسطة صيغة منتمية    ConΓر عن  عب  منتمية إلى صيغ لغة المراقب. ومع ذلك استطاع غودل، وهذه إحدى براعاته، أن يُ 

ConΓوعلى هذا الأساس يمكننا أن نكتب  . For(𝔏1Set)إلى  ∈ For(𝔏1Set). 

الثانية لغودل    ConΓ  متسقة، فالصيغة  Γ  إذا كانت  .مبرهنة عدم الاكتمال 
ً
انطلاق   ، وبعبارة Γ  ا منغير قابلة للبرهان 

Con  أخرى، ∉ ThmΓ أو  ¬(Γ ⊢ ConΓ)،وكحالة خاصة .  ¬(ZF ⊢ ConZF). 

 

 يمكن التعبير على نتيجة مبرهنة غودل بالصيغة

ConΓ ⟹ ¬(Γ ⊢ ConΓ) 
 والتي تكافئ، حسب مبدأ عكس النقيض، الصيغة

"Γ ⊢ ConΓ" ⟹ "Γ ⊢ ¬ConΓ". 

 
ُ
لغويً ت الأولى  الصيغة  "قرأ  الآتي  النحو  على  النظريةا  كانت     Γ  إذا 

ً
انطلاق ذلك  إثبات  يمكن   متسقة، فلا 

 
مسل من  "،  ماتهاا 

   Γ  إذا تم إثبات اتساق النظريةوبالتالي "
ً
 انطلاق

 
ا  ". بينما تقرأ الصيغة الثانية لغويً ا غير متسقةماتها، فهي حتمً ا من مسل

إثبات اتساق النظريةكما يلي "    Γ  إذا تم 
ً
 ا من مسلماتها، فيمكن أيضً انطلاق

ً
اتساقها انطلاق  ا إثبات عدم 

 
  مات ا من المسل

 . ]9[ بمقدور القارئ المهتم بهذه المبرهنة وتاريخها العودة إلى المرجع". ذاتها

 لدينا كحالة خاصة 

ConZF ⟹ ¬(Γ ⊢ ConZF) 
وهكذا هنا.  يهمنا  الذي  الأمر  النظرية    ،وهو  اتساق  إثبات  يمكن     ZFلا 

ً
 انطلاق

 
مسل من  يُ ا  وهذا  علماء  ماتها،  بشدة  حزن 

 الرياضيات الراسخين في فهم أسس الرياضيات للسببين التاليين: 

النظرية    ⦁ كانت  تلك    ZFإذا  منها  وتستثنى  بشكل سليم،  المؤسسة  والتحليل  والهندسة  الجبر  نظريات  متسقة، فجميع 

 .ZFمتسقة. وهذا يكشف عن الأهمية القصوى لقضية اتساق  تكون المعروضة في المجلات والكتب المشبوهة، 

النظرية    ⦁ كانت  المطع  ZF إذا  المجموعات  فنظرية   متسقة، 
 
بمسل الاختيار  مة  وقد شجعت هذه  أيضً   ZFCمة  متسقة.  ا 

  ،التي أثبتها غودل  ،النتيجة
 
 مة الاختيار في أعمالهم. علماء الرياضيات على استخدام مسل

   ما يشكل عزاءً 
 
أن مسل الرياضيات هو  النظرية  لعلماء  العادي؛  صحيحة استنادً   ZFمات  التجريبي  المنطق  إلى  ا 

بمعنى أنها مستخلصة من مقولات فيزيائية واصفة لأحداث فيزيائية حقيقية. ويقول علماء الفيزياء إنه لا يمكن أن تنشأ  

عن مقولات فيزيائية صحيحة مقولات متناقضة، ذلك أنها تصبح والحالة هذه محل شك حقيقي، لأن الكون حسب رأيهم  

  ZFا لهذا التبرير، يتوقع علماء الرياضيات أن تكون النظرية  خال تماما من الأحداث الفيزيائية المتناقضة والمتضاربة. وفقً 

 متسقة. 

   في  علماء رياضياتيرى عدد كبير من  
ً

. بيد  ZF على اتساق النظرية  مبرهنة الاتساق المصاغة بلغة المراقب دليلا

، ذلك لأنه في الحالة الأخيرة  ZFة باستثناء النظرية  اتيأن آخرين يرون أن هذه الحجة صالحة لجميع النظريات الرياضي
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أن   الرياضيات  يأمل علماء  الحالات،  وفي جميع  غير مقبولة.  دائرية  تفكير  إليها محتوية على عملية  المشار  الحجة  تصير 

المعهودة   البرهان  نظم  من  قوة  أكثر  برهان  نظم  ابتكار  طريق  عن  المعضلة  هذه    HK  ،LK  ،ND  ،TS  ،KE  ،DPتحل 

على ) النظم    للاطلاع  الرجوعهذه  المرجع    يُرجى  للنظرية  [5]إلى  نموذج  بناء  طريق  عن  أو   ،)ZF    غير الرياضيات  إطار  في 

 الكانتورية التي يجري تأسيسها في الوقت الحالي.
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