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1- Transformée en Z

Soit f*(t) le signal échantillonné de f(t).
La transformée de Laplace de f*(t) est donnée comme suit :

F*(p) =Xk f(KT) .e™ P

La transformée en z d’un signal échantillonné f*(t), est définie
par la série de puissance négatives suivante (avec le

changement de variable z = e'? :

F(2) = 2(F'(0) = ) f(T) . 27
k=0

ou z est une variable complexe



Cours 2: Transformée en Z: propriétés et applications

Propriéteés:
1-1 Lineéarite: Z[a.fi(t) + b. ()] = a.Z[f, ()] + b. Z[f,(t)]

1-2 Retard (translation temporelle) :
ZIf(t —KD)] = z7*. Z[f ()]
ol f(t) est une fonction causale (nulle pour t<0)
1-3 Théoreme de la valeur initiale:
Il(i_r)rcl)f(KT) = lim F(z)

Z—C0

1-4 Théoreme de |la valeur finale:

lim f(KT) = lim(1—27") F(2)

La valeur finale existe si les p6les de la transformée F(z) sont tous a
I"interieur du cercle unité
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1-5 Multiplication par le temps:

B dF(z)
Z[t.f(t)] = —Tz. 7

1-6 Théoreme de la sommation :

Z[X k2o f (kT)] —F(Z)
1-7 Changement d’échelle :
Soit la suite d’échantillons: x, = a’sy,

Le signal x(t) a pour transformée en z :

X(2) =5 ()

a
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2- Méthodes de calcul de la transformée en z

2-1 Utilisation de la définition (Passage de f(t) a F(z))

F@)=2(f®)=LI Ol _ ., =F®)| .,
_ 2 FOKT). 27
k=0
i i r s=aTP
f(t) L_____-—’f*(t)—> F*(p) —> F(z)

Diagramme de passage de f(t) a F(z)
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Exemple Calcul de la transformée en z de I’échelon unité u(t)

U(z) = Z(u(t)) = U*(p)‘zzeTP = z u(kT).z7*
k=0
— 1 -k — —k

+ 00

s e -k 7 e ’ ’ . . —
La série z z™" est une une série géométrique de raison g = z~1

k=0
+ 0o

g 1 Z 4
U(Z)=ZZ e avec |z7H| <1
k=0
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2-2 Méthode des résidus (Passage de F(p) a F(z) )

Lorsqu’on sait la transformée de Laplace d’un signal continu f(t),
on peut calculer la transformée en z du signal f(t) en utilisant la
méthode des résidus :

. F(p)
F(z) = z T = z [reszdus de T ePTZ‘ll
pi pi

ou :
p; sont les poles de la fonction F(p).
r; sont les résidus associés aux poles p..

p=pi
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Cas de poles simples

Lorsque la fonction F(p) = % Possede n plles simples p,
n
N 1
F(z) = (p) Equation 5-a
LD () T—erTz
=1 p=pi
dD(p)

D' = —
avec (p) dp o
p=pi

Cas de po6les multiples

Lorsque la fonction F(p) ayant n pdles (py, p, ...p,) d’ordres
multiples respectivement m,, m,, ..m_, la transformée en z sera :

dmi—1 1
F(Z) — z (T)’l — 1)| [d m;—1 ((p pl)sz(P) 1 — epT, _1])

Equation 5-b

p=pi
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Exemple F(p) = M = -

D(p) p%*(p+1)

{ p,=-1 polesimple
p, =0 pole double mi = 2

Les péles de F(p):
Le résidu associé au pble simple p, =-1 : (En utilisant I'’équation 5-a)

Z
Fl(z):Z_e_T VT >0

Le résidu associé au pdle double p, =0: (En utilisant I'’équation 5-b)

N Tz
z—1 (z—1)?

F,(z) = — VT >0

La transformée en z totale s’écrit donc :

F(z) = F,(2)+F,(2)
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3- La transformée en Z inverse

Par définition, F(z) ne contient aucune information sur f(t) entre
deux instants d’échantillonnage. Donc le passage de la transformée
F(z) en z a la fonction continue f(t) n’est pas unique.

La transformée en z inverse ne restituera pas une fonction continue
du temps mais simplement une suite d’échantillons.

() f,(t) f(t)

Echantillonnage identique de 2
signaux quelconques

T 2T 3T 4T 5T



Cours 2: Transformée en Z: propriétés et applications

3-1 Méthode de la division Polynomiale

F(z) se présente fréeguemment comme une fraction rationnelle en z.
Si on écrit F(z) sous la forme d’un quotient de deux polyndmes en z%,
la division de ces deux polyndmes donne encore un polyndme en z’

Exemple 2z — 3
F —
(2) 3z2+2z—1

Calculons les premiers échantillons f,=f(kT) par division polynomiale

. 2 13 32
La divisiondonne: F(z)==z"1-—=z"24+=2z73 ...
3 9 27

Les premiers échantillons f,=f(kT) sont donc:

2 13 32
fo=0,f; :g»fz — —j»fs =5
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3-2 Méthode de la décomposition en éléments simples
Le principe de cette méthode est décrit comme suit :
F(z)

VA

1- Décomposer la fonction en éléments simples

2- On multiplie par z chaque terme du développement
3- On prend la transformée inverse de chacun des éléments simples

Exemple

1
(z—1)(z—-2)

F(z) =

1- Décomposition:
F(z) 1 _ 05 1 N 0,5
z zz-1)(z-2) z z—-1 z-2
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2- Multiplication par z :
Z
z—1

Z
— 2

. L1
(2) =5 >

3- Transformée inverse en z de chaque élément:
_ _ _ 11
fo=fUT) =2 F@)] =27 || - z7 | Z]+z |5 2

Calcul des échantillons en utilisant la table de |la transformée en z :

fi = f(KT) = %5(16) — u(k) +%2k.u(k) vk >0
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3-3 Méthode des résidus

L'ensemble d’échantillons {f (kT)} est obtenu par l'expression suivante :

f(kT) =Z7YF(2)] = z r; = Z[résidus de z¥ 1. F(2)]
P, P,

Z=pi
N(z)
D(z)

ou p; sont les pdles de la fonction F(z) =

On définit le résidu r; a un pdle d’ordre multiple m, en z=p, par :

1 dmi—l .
— i\ -1
= o1 g (2~ PO 2L F (@)

Z=pi
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Exemple Calculons la transformée inverse en z de la fonction :

Tz
F(z) = - 1) VT >0

f(kT) = [résidus de zK1

Tz
(z - 1)2]

z=1

d Tz
_ _1)2 k-1 _
o [(z 1)z 1. = 1)2] _ KT

D'ol: f, = f(kT) = KT VT >0

fo=0,f1=T,f, =2T, f3 = 3T,



