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La transformée en z d’un signal échantillonné 𝑓∗(𝑡), est définie 
par la série de puissance négatives suivante (avec le 
changement de variable 𝒛 = 𝒆𝑻𝒑 : 

𝐹 𝑧 = 𝑍 𝑓∗ 𝑡 =  𝑓 𝑘𝑇   .  𝑧−𝑘

+∞

𝑘=0

 

où 𝑧 est une variable complexe  

1- Transformée en Z  

Soit 𝑓∗(𝑡) le signal échantillonné de 𝑓(𝑡).  
La transformée de Laplace de 𝑓∗(𝑡) est donnée comme suit :  

F∗(p)  =  𝑓(𝑘𝑇) . 𝑒−𝑘𝑇𝑝+∞
𝑘=0  
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Propriétés: 

𝑍 𝑎. 𝑓1 𝑡 + 𝑏. 𝑓2 𝑡 = 𝑎. 𝑍 𝑓1 𝑡 + 𝑏. 𝑍 𝑓2 𝑡  1-1 Linéarité : 

1-2 Retard (translation temporelle) : 

𝑍 𝑓 𝑡 − 𝐾𝑇 = 𝑧−𝑘 . 𝑍 𝑓 𝑡  

où f(t) est une fonction causale  (nulle pour t<0 ) 

1-3 Théorème de la valeur initiale: 

1-4 Théorème de la valeur finale: 

lim
𝑘→0

𝑓(𝐾𝑇) = lim
𝑧→∞

𝐹(𝑧)  

lim
𝑘→∞

𝑓(𝐾𝑇) = lim
𝑧→1

(1 − 𝑧−1) 𝐹(𝑧)  
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La valeur finale existe si les pôles de la transformée F(z) sont tous à 
l’interieur du cercle unité 



1-5 Multiplication par le temps: 

𝑍 𝑡. 𝑓 𝑡 = −𝑇𝑧.
𝑑𝐹(𝑧)

𝑑𝑧
 

1-6 Théorème de la sommation : 

Z  𝑓 𝑘𝑇+∞
𝑘=0 =

𝑧

𝑧−1
𝐹(𝑧) 
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1-7 Changement d’échelle : 

Soit la suite d’échantillons:  𝑥𝑘 = 𝑎𝑘𝑠𝑘  

Le signal x(t) a pour transformée en z : 

𝑋(𝑧) = 𝑆
𝑧

𝑎
 



2- Méthodes de calcul de la transformée en 𝒛  

2-1 Utilisation de la définition (Passage de 𝐟(𝐭) à 𝐅(𝐳)) 

𝐹 𝑧 = 𝑍 𝑓 𝑡 = ℒ 𝑓∗(𝑡)  
𝑧=𝑒𝑇𝑃

= 𝐹∗(𝑝) 
𝑧=𝑒𝑇𝑃

=  𝑓 𝑘𝑇 . 𝑧−𝑘

+∞

𝑘=0

 

ℒ      T 
f*(t) F*(p) 

z=eTP 

F(z) f(t) 

Diagramme de  passage de 𝑓(𝑡) à 𝐹(𝑧)  
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Exemple Calcul de la transformée en 𝑧 de l’échelon unité u(t)  

𝑈 𝑧 = 𝑍 𝑢 𝑡 = 𝑈∗(𝑝) 
𝑧=𝑒𝑇𝑃

=  𝑢 𝑘𝑇 . 𝑧−𝑘

+∞

𝑘=0

 

=  1 . 𝑧−𝑘

+∞

𝑘=0

=   𝑧−𝑘

+∞

𝑘=0

 

  𝑧−𝑘

+∞

𝑘=0

 La série  est une  une série géométrique de raison  𝑞 = 𝑧−1 

𝑈 𝑧 =   𝑧−𝑘 =
1

1 − 𝑧−1
=

𝑧

𝑧 − 1

+∞

𝑘=0

 avec 𝑧−1 < 1 
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2-2 Méthode des résidus  (Passage de 𝐅(𝐩) à 𝐅(𝐳)  ) 

Lorsqu’on sait la transformée de Laplace d’un signal continu 𝑓(𝑡), 
on peut calculer la transformée en 𝑧 du signal 𝑓(𝑡) en utilisant la 
méthode des résidus :  

𝐹 𝑧 =  𝑟𝑖
𝑝

𝑖

=  𝑟é𝑠𝑖𝑑𝑢𝑠 𝑑𝑒
𝐹(𝑝)

1 − 𝑒𝑝𝑇𝑧−1
𝑝

𝑖

 

𝑝=𝑝𝑖

 

où :  
       𝑝𝑖 sont les pôles de la fonction 𝐹(𝑝).  
       𝑟𝑖 sont les résidus associés aux pôles p𝑖.  
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Cas de pôles multiples  

𝐹 𝑧 =  
1

𝑚𝑖 − 1 !

𝑑𝑚𝑖−1

𝑑𝑝𝑚𝑖−1 ( 𝑝 − 𝑝𝑖 𝑚𝑖𝐹(𝑝)
1

1 − 𝑒𝑝𝑇𝑧−1
) 

𝑛

𝑖=1 𝑝=𝑝𝑖

 

Lorsque la fonction  F(p) ayant n pôles (p1, p2, …pn)  d’ordres 
multiples respectivement  m1, m2, …mn , la transformée en z sera :  

Equation 5-b  

𝐹 𝑧 =  
𝑁(𝑝)

𝐷′(𝑝)

1

1 − 𝑒𝑝𝑇𝑧−1
 

𝑛

𝑖=1 𝑝=𝑝𝑖

 

Cas de pôles simples  

𝐹 𝑝 =
𝑁(𝑝)

𝐷(𝑝)
 Lorsque la fonction  Possède n pôles simples pi  

𝐷′ 𝑝 =
𝑑𝐷(𝑝)

𝑑𝑝
 
𝑝=𝑝𝑖

 avec 

Equation 5-a  
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Le résidu associé au pôle simple p1 =-1 : (En utilisant l’équation 5-a) 

𝐹1 𝑧 =
𝑧

𝑧 − 𝑒−𝑇
 

Le résidu associé au pôle double p2 =0: (En utilisant l’équation 5-b) 

𝐹2 𝑧 = −
𝑧

𝑧 − 1
+

𝑇𝑧

(𝑧 − 1)2
 

∀ 𝑇 > 0 

∀ 𝑇 > 0 

La transformée en z totale s’écrit donc :  

𝐹 𝑧 = 𝐹1 𝑧 +𝐹2 𝑧  

Exemple 𝐹 𝑝 =
𝑁(𝑝)

𝐷(𝑝)
=

1

𝑝2(𝑝 + 1)
 

Les pôles de 𝐹(𝑝):   
p1 = −1   pole simple 

p2 = 0  𝑝𝑜𝑙𝑒 𝑑𝑜𝑢𝑏𝑙𝑒 𝑚𝑖 = 2
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3- La transformée en 𝒛  inverse 

Par définition, F(z) ne contient aucune information sur f(t) entre 
deux instants d’échantillonnage. Donc le passage de la transformée 
𝐹(𝑧) en 𝑧 à la fonction continue 𝑓(𝑡) n’est pas unique. 

La transformée en 𝑧 inverse ne restituera pas une fonction continue 
du temps mais simplement une suite d’échantillons. 

f(t) 

T 2T 3T 4T 

f1(t) 

5T 

f2(t) 

t 

Echantillonnage identique de 2 
signaux quelconques 

Cours 2:  Transformée en Z: propriétés et applications  



3-1 Méthode de la division Polynomiale  

𝐹(𝑧) se présente fréquemment comme une fraction rationnelle en 𝑧. 
Si on écrit F(z) sous la forme d’un quotient de deux polynômes en z-k , 
la division de ces deux polynômes donne encore un polynôme en z-k 

Exemple 
𝐹 𝑧 =

2𝑧 − 3

3𝑧2 + 2𝑧 − 1
 

Calculons les premiers échantillons 𝑓𝑘=𝑓(𝑘𝑇) par division polynomiale  

La division donne : 𝐹 𝑧 =
2

3
𝑧−1-

13

9
𝑧−2 +

32

27
𝑧−3 + ⋯ 

Les premiers échantillons 𝑓𝑘=𝑓(𝑘𝑇) sont donc:  

𝑓0 = 0, 𝑓1 =
2

3
, 𝑓2 = −

13

9
, 𝑓3 =

32

27
,  
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3-2 Méthode de la décomposition en éléments simples  

Le principe de cette méthode est décrit comme suit :  

1- Décomposer la fonction  
𝐹(𝑧)

𝑧
 en éléments simples  

2- On multiplie par z chaque terme du développement 

3- On prend la transformée inverse de chacun des éléments simples 

Exemple 

𝐹 𝑧 =
1

(𝑧 − 1)(𝑧 − 2)
 

𝐹(𝑧)

𝑧
=

1

𝑧(𝑧 − 1)(𝑧 − 2)
=

0,5

𝑧
−

1

𝑧 − 1
+

0,5

𝑧 − 2
 

1- Décomposition:  
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𝐹(𝑧) =
1

2
−

𝑧

𝑧 − 1
+

1

2

𝑧

𝑧 − 2
 

2- Multiplication par z : 

3- Transformée inverse en z de chaque élément: 

𝑓𝑘 = 𝑓 𝑘𝑇 = 𝑍−1 𝐹(𝑧) = 𝑍−1 1

2
− 𝑍−1 𝑧

𝑧−1
+𝑍−1 1

2

𝑧

𝑧−2
 

Calcul des échantillons en utilisant la table de la transformée en 𝑧 : 

𝑓𝑘 = 𝑓 𝑘𝑇 =
1

2
𝛿 𝑘 − 𝑢 𝑘 +

1

2
2𝑘. 𝑢 𝑘    ∀𝑘 ≥ 0 
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3-3 Méthode des résidus 

𝑓 𝑘𝑇 = 𝑍−1 𝐹(𝑧) =  𝑟𝑖
𝑝

𝑖

=  𝑟é𝑠𝑖𝑑𝑢𝑠 𝑑𝑒  𝑧𝑘−1. 𝐹(𝑧)

𝑝
𝑖

 

𝑧=𝑝𝑖

 

L’ensemble d’échantillons {𝑓(𝑘𝑇)} est obtenu par l’expression suivante :  

où 𝑝𝑖 sont les pôles de la fonction 𝐹 𝑧 =
𝑁(𝑧)

𝐷(𝑧)
 

On définit le résidu 𝑟𝑖 à un pôle d’ordre multiple mi en 𝑧=𝑝𝑖 par :  

𝑟𝑖 =
1

𝑚𝑖 − 1 !

𝑑𝑚𝑖−1

𝑑𝑧𝑚𝑖−1 𝑧 − 𝑝𝑖 𝑚𝑖  𝑧𝑘−1. 𝐹 𝑧  
𝑧=𝑝𝑖
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Exemple Calculons la transformée inverse en 𝑧 de la fonction : 

𝐹 𝑧 =
𝑇𝑧

(𝑧 − 1)2
 ∀ 𝑇 > 0 

𝑓 𝑘𝑇 = 𝑟é𝑠𝑖𝑑𝑢𝑠 𝑑𝑒  𝑧𝑘−1.
𝑇𝑧

(𝑧 − 1)2
 
𝑧=1

 

=
𝑑

𝑑𝑧
𝑧 − 1 2 𝑧𝑘−1.

𝑇𝑧

(𝑧 − 1)2
 
𝑧=1

= 𝐾𝑇 

𝑓𝑘 = 𝑓 𝑘𝑇 = 𝐾𝑇 ∀ 𝑇 > 0 D’où: 

𝑓0 = 0, 𝑓1 = 𝑇, 𝑓2 = 2𝑇, 𝑓3 = 3𝑇,  
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