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Avant-propos

Le présent ouvrage est un cours et des exercices de la méthode des ¢léments finis
(MEF) adressé essentiellement aux étudiants de 1ére année master Structure et Géotechnique
de la filiere Génie Civil et a d'autres spécialités éventuellement. Ce polycopié est élaboré dans

le but de faciliter a I'étudiant 1'assimilation et la compréhension des cours dispensés.

Ce cours s'articule autour de six chapitres. Le premier chapitre concerne un rappel sur
le calcul matriciel; ou sont exposés : le but, les pieces étudiées, les hypothéses considérées

dans le calcul par éléments finis.

La deuxiéme partie concerne l'introduction a la méthode matricielle des déplacements
ou sont déterminés la matrice de rigidité ainsi que les relations contraintes déformations et
déformations déplacements; dont la connaissance est essentielle aussi bien en RDM que dans

d'autres spécialités.

Le troisiéme chapitre est consacré a 1'é¢tude d’un élément barre de treillis plan avec
rigidité axiale seulement; a savoir la détermination des déplacements et des efforts normaux

dans les barres.

Dans le quatrieme chapitre, est étudiée des treillis plan ; a savoir la détermination les

déplacements et les efforts normaux dans les barres.

Le cinquiéme chapitre est dédi¢ a I'¢tude d’élément poutre continue; a savoir la
détermination des déplacements en flexion et le phénoméne concernant les poutres
horizontales. Dans cette partie, sont déterminées les forces nodales équivalentes, a savoir : le

moment fléchissant et I'effort tranchant, ainsi que les contraintes tangentielles.

Enfin, le sixieme et dernier chapitre concerne 1'étude d’un élément cadre plan ; a
savoir la détermination des déplacements, des efforts normaux, des efforts tranchants et des

moments fléchissants dans les poutres.

Ayant la théorie, les étudiants pourront se référer aux principales questions qui sont
illustrées par des exemples et des applications simples qui, toutefois, sont traités d'une

maniére trés détaillée.
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1. Rappels sur le calcul matriciel

Le calcul par éléments finis nécessitant le manigrde nombreuses valeurs numériques, il
est plus aisé d’exprimer celles-ci sous forme roi&ife.

En regroupant des termes de méme nature au se&ia gaule et méme variable, cette écriture
plus synthétique permet en effet une meilleure aéhmgnsion des différentes phases de
construction de la méthode.

Ceci nécessite néanmoins la maitrise des opératierizmse associées a ce type de calcul :

I'addition ou le produit de plusieurs matricestdaolution de systéemes lin€aires, etc.

1.1 Notion de matrice
Soit la fonction polynomiale suivante :
v(X)=a +a,x+a,X +a,X avec xO[0, L] (1.1)

Et sa dérivée :

V'(X) = a, +2a,x+ 3, X (1.2)

Supposant quer (x) etv’(x) valentv, et f1enx=0, v, et f, en X =L, on peut aisément
établir le systéme de 4 équations suivant :

v, =v(0) =a,

B, =v'(0)=a,

v, =v(L)=a,+a,L+a,l+a,l
B, =Vv'(L)=a,+2a,L+3,°

(1.3)

Cependant, ce systeme peut étre exprimé deiere plus synthétigue sous forme

Vl al
. B R . lay |
matricielle en posant que le vecteufv} = peut étre relié¢ au vectedor} = via
V2 a3
B, a,

une matricelR].

Anticipant sur les regles relatives au produit ohegrices, on a donc :
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v] [T 0 0 0]fq
lpl |0 1 0 0l|a|_
R I P S (G
£} o 1 2 3*|la,

équivalent au systeme d’équations (1.3).

Dans ce cas et {b} sont des vecteurs « colonne » a 4 lignes alordagmetrice]R] est
une matrice dite carrée a 4 lignes et 4 colonnesm@niere générale, une matrice peut étre
caractérisée par un ensemble de nombres ordonregretipés en lignes etm colonnes.

On aura alors une matrice de dimensioxan :

a, a, . & a,
B By - By - A

R i

[ & 4 - § - & (-4
8y B - &+ 8w

a; caractérisant le terme dié%®ligne etj°™

colonne de la matridél]. Sin=1 oum=1, la
matrice sera associée suivant le cas, soit a usweligne, soit a un vecteur colonne qui sont
généralement notds. De plus et spécifiguement pour les matrices dites2esr{ =m), les
termesa; seront appelés termes diagonaux et formeronaodale de la matrice.

1.2 Opérations de base
1.2.1 Addition

Soit deux matrice$A] et [B] de mémes dimensiomsx m construites a partir de (1.4), la
somme des matricd®\] et[B] nous donnant une matri€] de mémes dimensions, sera

obtenue en posant que chacun des teonest egal a; +b;; . On aura alors[C]= [A]+[B]
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Dans le cas d’une soustraction des matiiégset[B], on posera de la méme facon :

Exemple : Soit les matrices

[A]=[

231
045

:| et [B]

G =

E

ajj - by

4 0
31

Trouver[C]=[A] + [B] et [D]=[A] - [B].

Donc ;

[C] = [Al+[B] = [

1.2.2 Produit

[

231
045

[l

1

Produit d’'une matrice par un scalaire

4 0
31

]

4 0
31

]

(1.5)

241 3+4 1+0 | [ 37 1]
0+2 4+3 5+1 | | 2 7 6

2-1 3-4 1-0
0-2 4-3 5-1

[ ]
2 1 4

Soit une matric¢A] de dimensions x m, la matricg C] , produit de la matricgA] par le
scalairel sera obtenue en multipliant chacun des termea geatricd A] parl. On aura donc

Exemple :

Gjj =1 . Qjj

(1.6)
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Produit de 2 matrices

Soit deux matricesq] et [B] de dimensions respectivax metmx |, la matrice €], produit

des matricesA] et [B], de dimensions x | , sera obtenue en posant que les tegpesont

égaux a:
k=m
¢ =2 ah
k=1 a.7)
Par exemple, on trouvera pour le premier terme :
Cu1= 1. bt age. bprt....o. + aym .bmy

Cependant et pour que ce produit soit possiblestilimportant de noter que le nombre de
colonnes de la matriceA] doit étre égal au nombre de lignes de la mafieDonc, pour
cela, le produit matriciel n’est pas commutatif n@&@lement,4] . [B] # [B] . [A].

Exemple : Soit les matrices

12
[A] = 231 et Bl=| 4 3
0 45 0

Trouver[C]=[A] . [B]
12
2 31 2.1+3.4+1.0 2.2+3.3+1.1 14 14
[C] = [Al.[B] = | 43 |= -
045 01 0.1+4.4+5.0 0.2+4.3+5.1 16 17

Produit de 3 matrices

]

Soit trois matricesA] , [B] et [C] de dimensions respectivax m, mx | etl x p, la matrice
[F], produit des matricesd] , [B] et [C], de dimension® X p sera obtenue en effectuant
dans un premier temps soit le produM [ [B] soit celui de B].[C], les deux approches
amenant au méme résultat.

(D] [E]

f_%

(Fl=[AL[El [ =[A{[A1d|=[ Al 9=|[ Al 8| ¢=[ &[ ¢

Exemple : Soit les matrices

[A] = 231 [B] = 4112 et [C]= 1A
| 045 _01 N
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1.2.3 matrice transposée

Soit la matrice A] de dimensions n x m, la matric&] [de dimensions m X n transposeée de
[A] (notée B]" ) sera obtenue en posant pour chacun des termfB] dete by = aji .
Pratiquement, ce calcul revient a échanger legdigr les colonnes de la matriéé. [

Exemple : Soit la matrice
2 0
m-| 221 -] 34
0 45
15

On notera par ailleurs que([A] . [B] ) "=[B] ". [A]" (1.8)

Exemple : Soit les matrices
12
[A] = 23 1 g [B]=| 4 3
045
01

Trouver les produit{ [A] . [B] ) "et [B] ". [A]"
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.
12 T 20
231 140 14 16
BI".[A]"=| 4 3 |. = ] 34 |=
045 2 31 14 17
01 15
Donc: ([A].[B])"=[B]".[A]"

1.3 Matrices carrées
1.3.1 Matrice identité

La matrice identité, notéé][, est une matrice carrée dont les termes diagosanikégaux a
1, tous les autres étant nuls. De ce fait, le pratliita matrice identité par une matridg |

guelcongue (ou inversement) est égal a la mat#Lelle-méme.

1 0 . O
=" " % e AL A=A (19)
O 0 . 1

1.3.2 Matrice inverse

La matrice inverse deA] notée A]™? est défnie telle qu{eA]_l.[A] =[A] A]_l =[ I] et peut

étre calculée en posan[tA]_1 :ﬁ[p\].con{ A}T (1.10)

ou com[A] et def{A] sont respectivement la comatrice et le déterntidaria matriceA] .
La matrice A] sera donc réversible a condition que son détemhswit différent de O.

Calcul du déterminant

- 2 dimensions:

8; G| _|a; &
det = = - a,. 1.11
{ a, azj ‘ a, aj Ay By ~ Qyp8y (1.11)

- 3 dimensions:
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det a21 a22 a23 = a‘21 a22 a2 =

&, @& A5 |a; @, @
.
8y 8 8] |8y 8p &

Ay
A3

a, & a, &
- +
al}zagl aj a“sam agt

Aussi qui peut étre calculé grace a la regle deuSar

au\ 3, //’313
a, a, A3 ay, Ay a aQ\l‘,:> :2\2(/’8-23
det 3, a,, | =y a,, a, :,'623} /:\/aég‘/>ae,3 (1-12)
8, Ay Ay| |8 &, Ay B \:ﬁaig ey,
A By Ty
"""""" + Produit des 3ies
———————————— - Produit des 3ntes
=818, 053+ A, Ay Azt Ay Ay, Ay Q3 Az ApAy, a7 Aggdy, Ay

Calcul de la comatrice et la matrice inverse

La comatrice de A], notée com|[A], correspond a la matrice des cofacteurs d§. l[e

cofacteur du terme j de la matrice A] est obtenu en-multipliant p&rl)™ le déterminant de

la sous-matrice issue de la suppression des ligheolonng.

- 1 dimension:
- 1
Al=a,=> ==
[Al=a,=[A .

- 2 dimensions:

[A]:{an aiz}jcon{ 4{ 2,

o &, —a,

- 3 dimensions :

(1.13)

- a21}
% (1.14)
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+ a22 a23 _ a21 a2( + aZl a2Z
0 . a a5, Ay a, a a,  ay)
1 2 3
a, & a, & a, &
Al = = CO =l - + -
A :21 :2: 23 A a5, Ay a,; & ay Ay
1 2 3
+ a, a3 R a; + a; Qg (1.15)
a22 a23 a21 a2 a21 a‘27

. 1 Ayp- 853~ 3-8y, Q3857 Ay 83, Ay Ag5 Ay ag
= [A] = F[A] 8y3.8,5, ~ &y, ;835" Q4ag a, ;7 Ay ag
Q3™ A3 8y, Qi3 A~ Q44 Ayg A 8y7 8y dy

Exemple : Trouver linverse de deux matrices swuigs :

2 31
[A] = 31 B]=| 045
4 2

121
Donc
T 1
[A]l_i 2 -4 a1 2 -1 B 1 —5
-2 -2 =~ 3
-1 3 -4 3 —27
B T
5 4
+ — +
2 1 11 12 ;
2 31 -6 5 -4
_ :L_31 21_23 _ ~
[B] 0 45 = + 1 1 -1
D 2 1 11 12
121 11 -10 8
31 21 2 3
+ — +
4 5 0 0 4
6 1 -11
=| -5 -1 10
4 1 -8

1.3.3 Méthodes de résolution de systemes linéaires

Considéranh équations d inconnues (qui sont regroupées dans le ve@)ir la résolution
du systeme linéaire de typ€].{ q}={ F} ameéne a isoler le vectedigq} de maniere a obtenir :
-1 -1 -1
(K] {a} ={F} = (K" [K]{a =[K"{F} = {d=[K{A  (L16)
(]
Ceci suppose bien sir que le déterminant de laceadt] est différent de O.
8
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Dans le cas contraire, on parlera de systeme s&mgNous verrons d’ailleurs par la suite
qu’en éléments finis la singularité de la matrieerdidité [K] est souvent a associer a un
probleme de conditions d’appui.

De plus, la méthode de calcul par éléments finierant dans la plupart des cas a la
résolution d’'un systéme aeéquations & inconnues de grandes dimensions.

Les outils de calcul par éléments finis font dorgstsouvent appel a des méthodes plus
pertinentes telles que celles par élimination dasSade Cholesky ou frontale.

Il existe deux grandes familles de méthodes delutgp : les méthodes directes (Gauss,
Cholesky, frontale, etc.) et les méthodes itératiggadients conjugués).

Leur efficacité sera directement liée aux perforoegndu ou des processeurs de 'ordinateur
utilisé, de la vitesse d’acces au disque dur mai®st de la quantité de mémoire vive (RAM)

disponible.
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2. Méthode matricielle des déplacements « méthode rigidité »

2.1 Introduction :

La méthode directe dite méthode de rigidité (ouhmd¢ matricielle) qu'on va étudie dans ce chapitre
fait appel aux équations d'équilibre principalemént y ajoute aussi les lois constitutives du niatér
ainsi que les relations déformations/déplacemelutbjéctif est d'introduire, a partir des relations
simples les propriétés de rigidité d'un élémentnm&i les méthodes directes sont restreintes surtou
pour la formulation d'éléments compliqués, I'exeecimérite qu’on attache une certaine importance

pour les raisons qui deviendront claires danshepitres subséquents.

La méthode matricielle des déplacements est unsioverigide et systématique de la version
manuelle ; en vue de son application sur ordinateauplupart des programmes d’éléments finis sont

construits selon cette démarche stricte et biearisge.

On illustre la méthode avec trois éléments simplekii de barre de treillis plan, de poutre corgiet!
celui du cadre plan (éléments prismatiques ; thédg Bernoulli-Navier ; prise en compte de la
déformation d’effort normal); comme les
ingénieurs calculent aujourd’hui pratiquement
toutes leurs structures en barre et poutres a
'ordinateur, une bonne connaissance dans ce

domaine est indispensable.

Dans la méthode de rigidité, ce sont les inconnus
déplacements qui dirigent toutes les manoeuvres.
Leur nombre leur nature, leur sens dictent les
opérations algébriques et matricielles, le type des
forces nodales qui leur sont associées,
l'importance du probleme a résoudre, le choix des

méthodes de travall,...etc. (Figure2.1).

En conséquence, pour établir ou comprendre la

structure d’une équation, c’est d’abord du coté des

déplacements qu'il faut regarder. x
Figure 2.1 Discrétisatior8D en barre de

treillis spatial d’un Pyléne. (NTDL=84)

10
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» Le comportemendxial est décrit par les équations :
+ Statique (équilibre)

-+ =0
ox 9

+ Cinématique (déformation)

+ Loi de comportement (Hooke)
N=E A¢
= L’équation différentielle d’équilibre est

o°U
EA-——+q=0
0X X

» Le comportemenriiexionnel (ou transversal) est décrit par les équations :

+ Statique (équilibre)

> +q =0
dx Y
+ Cinématique (déformation)
2
w=-dY
dx

+ Loi de comportement (Hooke)

M=EIW

= L’équation différentielle d’équilibre est :

11
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2.2 Matrice de rigidité

SoitunbarreaudelongueurL etdesectionconstantéd soumisa unechargeextérieure F,

i lu
! u

Posant que,, =— =—*—+=— eto,, =— , larelation contrainte-déformation s’écrit :

o,.-E&g, = E = E.E = F= [E—LA} .u:[ k] .u aveck =%\ correspondant dans le domaine

XX XX A L

élastique a la rigidité du barreau et a la pentia deoiteF= k.u .La déformatiore, €tant

indépendante de I'énergie de déformation devient :

2

w:ljaxx.gxxdv:ij Egix.dAdpﬂ.j dA dx
2 2 2 a_o_
A L

_EAL(uY' _k *
2 \L) 2

Deplusetsachantjuele travaildelaforce F estégala F. u , I’ énergiepotentielles’exprimera

souslaforme :
2

E=W—T=g.u - Fu
Considérant un probleme statique, ce qui signifigagrés obtention de I'équilibre, le
déplacement n’évolue plus, la variation du potentiel par ragi@ou sera alors nulle d’ou :
%=O=k.u— Fe ku=F
D’ou le déplacemen.

Les relations entre déplacements et déformationite gar les équations suivantes :

12
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iO 0
[1)4
0
& :@ )4 :6_\/+0_u £ ’ a_yo
xx 0x . o0x 6y gyy 0
0 0 —
_ov _0v  ow . 2z | _ z
=— y,=—t+— Sous forme matriciel = \
W oay T ez dy V| |0 0
zz:a—vv yzx:@+a_w Vye dy 0x
GZ GZ GX yzx O ii
0z 0X
0, 0
| 0z 00X

sous une forme plus synthétigye}= [d].{u} , le vecteur des déformations pourra étre exprimé e

fonction des déplacements nodaux par la supposititune barre de longueur L avec une section
uniforme A.

Ul U2

—> )@ F1 FZ
()C L O O O

| ]
1< ral

si le champ axial :
u(x)=a, +a,x (2.1-a)

Ce champ caractérise la déformation axiale de leeb®n peut écrire la relation (2.1-a) sous forme
matricielle:

u(x)=(1 x>{"1} @)

a,

Ou bien :
u(x)=[Cl & 20-)

Si on exprime les D.D.L en fonction des constanteta, , on peut écrire alors :

U SW U =W (2.2)

(2.1-c)= {El}zﬁ (L)HZZ} Ou bien : {q} =[ Al{a} (2.3)

2

13
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SURC 2

A= )

Et la substitution de (2.4) dans (2.1-c) représentdhampJ en fonction des D.D.L nodaux, soit :

u(x)=(1 x{; 2]{31} 2.)

L L
o(9=(0) €= ey 9 x

Avec N, =1-

Donc {&} = [9]{u} =[] [N] =[8]{d (2.7)
[B]

Avec [0]: opérateur dérivation dont les dimensions dépamdieelles de I'élément étudié.

Soit pour 'élément barre{:€}=algg() <( —) (— { }— ‘—) (L ){ }

Le champ de contrainte étant obtenu a partir delddion contrainte-déformation

=[D|{¢}. 1ci: [D]=E (2.8)

Par conséquent :

o-x=E[‘_1 _1HU1} (2.9)
L L]y,

L’énergie de déformatiowe associée a I'élémeptpeut étre déduite en posant :

W :% {e} ody,

Ve

et nous avons {¢}' ={q.}" [B]' er=[D|[B]{q} donc
W——{ a} [H'[0{8{q} av

14
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SORICECICEM R TN O

[Ke]

Avec [K.]= .[[B]T [D][B]dV, lamatricederigidité élémentairede I’ élémente.

V,

e

Si l'aire de la section de I'élément est constz{rﬂlve = AJ- dx (2.10)
L

Ve

yARNEEE
EA— —) dx 211
{}/ A= D) (2.11)
L
—EA— dx—E—A
L L
-1_.1 EA
K12: TEAI d :_T o A 1 1
1 1 en (= 1K= T{ -1 1} (212)
K, =[= EA—= dx =——C
L
EA

K,,= 1eal g2
L L L

2.3 Proprieté de la matrice de rigidité

1) [K¢] symétrique Kj= K; )

Cette propriété peut étre se démontrer aisémeapgiiguant le théoreme de Betti:

"Soient deux pointsetj ou agissent une fordg et une force unitaire. La for¢g produit en
un déplacement dont la projection $yrvautU;. De mémef; produit eni un déplacement
dont la projection suf; vautU;. On aU;= U;"

2) Représente le mouvement rigide de I'élémen{K¢] est singuliere

La poutre étudiée jusqu’a présent n’est soumisecare condition d’appui. Elle peut donc
subir une translation ou une rotation sans subidé&fermations. Ce sont des déplacements

dites de “ corps rigide " ou " déplacement d’eamble ".
Remarque

Dans les paragraphes qui suivent, on suppose gusitalitions d'appui ont été introduites de

maniere a rendre&<f] non singuliere.

15
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3) [K{] est définie positive
= Wext:%{q}T[K]{q} >0 2 [K{] est singuliére (2.13)

Cette relation exprime que la matrid€] [est définie positive. En particulier, tous lesntes
diagonaux deK] sont positifs. En effet, I'application d'une feren un point provoque un

déplacement de ce point tel que sa projectionsstarte est positive.
Remarque

Les propriétés énoncées ci-dessous sont valablelsjugu soit le systeme d’axes (x,y) ou

(x’,y") utilisé. Elles s’appliquent donc aussi anfeatrice K’'].

Lorsque les inconnues sont choisies dans I'ordne@ationnel, le découplage reste visible au
niveau des sous matrices d&][ en axes locaux ; par contre, il est effacé parelation en

axes globaux.

La technique de combinaison d’états indépendarpsjreée par (1.80), s’applique aussi aux

vecteurs reéactions sous charge et est courammksdeidans la méthode des éléments finis.

-l s

[O](4x2) [KM](4X4)

(1.87)

Hors diagonale principale, les sous matrices neliggsiment le découplage N-M.
2.4 Eclatement— assemblage

Méthode classique de Bouleanne:

Construction de la matricg<'] :

construction de K
NTEL

[K]=> K] (2.14)

i=1

16
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La construction deK ] se fait par le biais de la matrice « Bouleanfiad:
* T
{R}=[AT{F) (2.15)

(K ]=[A]'[KJ[A] (2.16)
[A] : matrice « Bouleanne » déduite de la connectvitiée nceuds :

A =0 pas de connection
A =1 [J une connection

Remarque

Pour plus de détail concernant la matrice de « &oule »A¢], voir le chapitre IV.

2.5 Formulation de la méthode de rigidité dite « decte »

La formulation de la matrice de rigidité d'un éléméni de structure se résume par les étapes

suivantes :

Exprimer le champ de déplacement en fonction deédate liberté généraliség}{
Différentier les déplacements pour connaitre &fsrthations §};

Application les lois constitutives pour trouver Emtraintes §};

A

contraintes, d’ou I'on déduit la relation entte}{et { q}.
La procédure est appliquée a quatre exemples :
- un élément barre avec rigidité axiaelsment (élément barre bi-articulé).
- un élément barre de treillis plan (éé@tbarre bi-articulé).
- un élément poutre continue (élémentngoilexionnel).

- un élément cadre plan.

17
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3. Elément barre de treillis plan (rigidité axialeseulement)

3.1 Matrice de rigidité

Supposons une barre de longueur L avec une seatitorme A.
a) champ axial :
U(x)=a,+a,x (3.1)

Ce champ caractérise la déformation axiale de teeb®n peut écrire la relation (3.1) sous forme

matricielle:

U (x)=(1 x>{al} (3.2)

a,

Ou bien :
U(x)=[CKa (3.3)

Si on exprime les D.D.L en fonction des constanteta, , on peut écrire alors :

e R (3.4)
u,] 1 0](a,
Sl A
Ou bien : {q} =[ Al{a} (B.5

= {a}=[A"{d (3.6)

A= )

Et la substitution de (3.6) dans (3.3) représentthmpJ en fonction des D.D.L nodaux, soit :

18
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U(x)=(1 X>El q{ﬂ}

L L
U(9)=(a-0) )>{312}= NU,+NU, FN|{ ¢

L

Avec N, =1- ;o N, =

| x

X
L

b) on différentie le champ de déplacement défini3e8)(:

(e == {U(x} = 2 [N]{d =[ Bl{ ¢

Et on différentie le champ de déplacement :
(=520 Ha}=[e]{a}

Si on substitue (3.6) dans (3.10) on obtient :
{eh=[B.][A{d=[8{4

Par analogie  [B]=[B,]] A]_l =[N

€) maintenant, cette étape constitue a appliqueldtiae constitutive :

{g} =[D]{¢}
Ici : [D] =E
Substituant (3.12) dans (3.14) on obtient :

{o}=E[B]{d =[d{ g

Ou:

[s]= e = 8][4

[S] . est la matrice qui relie les contraintes aux D.D.

19
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Dans notre cas :
{0} =0, et [D]=E

Par conséquent :

UX:E[__]' EHul} (3.17)
L L]y,

E(U,-U,) U,-U,
L (L

i N

Figure 3.1 diagramme de contrainte et de déformation

d) calcul de la matrice de rigidit[é<e] :

o q T
K.]=[[B] [D][B] dv (3.1B
jdv= Aj dx (3.19)
Ve L
— | /L -1 1
K] = j }/ EA<T I> dx (3.20)
/L
K :j__l EA__l dx _EA
oL L L
Klzzj'__l EA L dx —EA
L L L L — EAl1 -1
1 -1 EA [ [KE]ZT -1 1 (3)21
Ky = [= EA— dx=—
' L L
Kz;z:_[l EAL gx =EA
)L L
3.2 Forces nodales équivalentes :
q
1% cas : force repartie constante 1 O— > > > 25 2
—> —>
F, F,

20
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L= (IN]' ] £ d .
= {F} {[N] { } X (329
1-X at
{E}:{ ) Llgax= qZL (3.23)
L 2

2°™ cas : Cas du poids propre d’une barre

La notion de charge répartie transversale sur ane lole treillis n’est pas cohérente avec la te¢tai
barre n’ayant aucune raideur flexionnelle. Le pgidspre d’'une barre (figure ci-dessai)
étre modélisé par deux charges concentrées noHalesF, (et non pas par un vecteur de forces

nodales K), statiguement équivalentes au poids total deuteeb

< Poids propre P =)y A PL _PL

EA, L

3°™ cas: charge répartie linéairement

O

—>
Fi F,

o(x) = (1—-) ar X P2

X
i :I 1_" ((1—1ja+1b>dx
FJ o1 L L
L

21
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aL bL

Rl_|3 76
tl= (3.25)

F, aL , bL

4=

6 3

Exercice 3.1

Une barre de treillis a une section droite d'airadirement variable. Considérant cet élément fini

comme 1D.

1) Proposer un champ de déplacement u(x);

2) En déduire la matrice de rigidité [K] ;

3) Etablir le vecteur force F pour une charge dame axiale bx ;

4) Calculer I'état de contrainte et le diagrammeéNde

E, A(X)

IN

2P
o
V<

0
i

Solution exercice 3.1

DU (x)=a,+ax U (x)=(1 x>{"1} ouU (x)= [GK d

a,

2) la matrice de rigidité [K] :

Par définition la matrice de rigidit{e?e] = J'[B]T [D][B] dv et [D] =E et on calculé [B]

Ve

U Oled oua-ata = o =14 (de 1472 )

U, a,

1 0
donc le champ de déplacement devier(tx) =(1 x)| -1 1 {Ul}
o T 2

L L

22
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U():<( ‘—) (—)>{ } NU, + NU, —[N]{(} Avec N, =1- N, =

| x

X
L

La déformation est égale la dérivé du champ deagéptent, donc:

(=2 ub= SINHa =84 {9=| T EJ{0:fer (6= [ E] ooncn

-1
matrice de rigidité[ K, | :j [E] [ %}dv
Ve I
-
Dans ce casjdvzj A( X dx donc[K,] :J- (AZEALX+ Aij II [ E] [_Tl —ﬂ dx
A L 0 I

B P

3) pour calculé le vecteur de force f pour une géate volume axiale bx ;

{ fv} = J'[N]T (bA) dv Dans notre casj dv:I A( ¥ dxdonc le vecteur de force nodale
\ Ve L

équivalent devient

v fV L 2-A1 1_i x 2Al"'AZ
{f}{fv}J‘o |:<A AX+A1>|: L :|(bX):|de6L|:A1+2A2 :|

4) pour calculer I'état de contrainte :

U:E{_—l EHUl}:M et leffort normale N(x)=o,.,A(X  donc
L L]y, L

N(x)= E(“ZL‘Ul).(AzL"’& X+ %j

Donc la contrainte est constante et la force noxaaé linéairement.
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si. x=0 N(0)=N= EA(lIJ_Z_Ul)
si x=L N(L=N-= Epz(li’-"ul)
Exercice 3.2

Soit une barre de treillis a une section consta®wasidérant cet élément fini comme 1D.
1) Proposer un champ de déplacement u(x);

2) En déduire la matrice de rigidité [K] ;

AY
E, A
1 U 2 U 3 Us X
N ——— —3 = =
= a —t a —
Solution exercice 3.2
al
1)U (x)=a+a,x+a,x =U (x):<1 X x2> a,; ouU(x)=[GK &
a3

2) la matrice de rigidité [K] :

Par définition la matrice de rigidit{e?e] = J'[B]T [ D][ B] dv et [D] = E eton calculé [B]

U x=—a:U1 ’ U x=0:U2; U‘xza=U3
2 271
U, 1 -a al(a, a, 1 -a a| (U,
U,r=|1 0 0[qa, = qa,;=|1 0 O U,
UsJ |1 a a|los as 1 a al| Y
0 2a° 0
ou{a}=[A{a} = {a}:[ﬁ]_l{c}et [A]_l=i2 -a 0 a| donclechampde
2211 2 1

24
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0o 2a° 0|[u,
0
-2

2 2 2 Ul
U(x):<x—2——x 1—% iz+—x> U,t=NU+ NU,+ NU; =[N{§ Avec

2a 2a 2a 2a U
3
X2 X X2 X2 X
N=r—-—-— ;szl__ : = 4+
1 2a2 2a a2 N3 2a2 2a

La déformation est égale la dérivé du champ deadéptent, donc:

[B]=%[N] donc [B]={lz—% —2—2( —)§+2—1(J Donc la matrice de rigidité
a a a
_i_i_
a2 2a
Ki=[ -2 x 1 s, 1A
[Ke]_\./[ az [E] {az 2a az a2+2a}dv
1
_
la” 28]
__l_i_ -
a2 2a
- lzeafl| -2 |[[x_ 1 _2x x_ 1
Dans ce cas{dv-A{dx donc[Ke]—EAJ; 2 {az 2a i a2+2a} dx
1
PR T
LLa 2a_ ]
e
@=E—A -4 8 -4
3a 1 7
- 4 =
L 2 2
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Exercice 3.3

Soit un systeme composé par deux barres d’aciemeomeprésentée sur la A

figure. Le systéme est encastré en 1, libre en32

1) Identifier les inconnues (les déplacements) ;

2) Calculer les matrices de rigidité élémentaikg JJ [K ,.3];

3) Trouver la matrice de rigidité globale 4[K
4) Trouver le vecteur des déplacements ;

5) Tracer le diagramme d’effort normale.
Solution exercice 3.3

1) les inconnues sont 3€0 ; W,; Us.

2) les matrices de rigidité élémentaire; pK[K ,.3];

La matrice de rigidité élémentaire d’élément barigidité axiale seulement)

LA
1
2A
e
2
A
3 g
P

— 1 -1
Ke]:E_A
L{-1 1
élé E A L
1-2 E 2A L
2-3 E A L
—3_EA 2 - E -1
Donc les matrices élémentairesK, | =— K, |=—
SRR N N O S P
2 -2 0
. o 7 7 _EA
3) la matrice de rigidité globale [Kg]=T -2 2+1
0 -1 1
4) pour trouver le vecteur des déplacemefitsg {d ¢} ={F ¢}
EA2—20 U-t--1-6
—| =2 2+1 -1|iU,:=1 0 Aprés I'élimination des degrés libertés blogues

0 -1 1|lu,] |P
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% (g s o -2

5) pour tracer le diagramme d’effort normale, latcainte dans un barre est égale :

R,

Donc

0 PL
-1 1 = . -1 1]|2EA| _P .
o_=E|— — =——(traction et o0,.= — — =—| tractio
2 [L J PL 2A( ) 23 E{L L} 3PL A( )
2EA EA

Et N=0,_A donc N1_2=2—PA.2A= P et N,=— A F

Exercice 3.4

Soit un systeme composé par deux barres d’aciemeoraprésentée sur la.

Le systéme est encastré en 1, libre en 2 et lelr®eelié par un ressort de Wél

I

)

raideur K.
1) Identifier les inconnues (les déplacements) ;

2) Calculer les matrices de rigidité élémentaikg JJ [K ,.3];

3) Trouver la matrice de rigidité globale 4[K X T

N

4) Trouver le vecteur des déplacements ; darntsdesscas : \J

. ’ . Ve J
a- avec la présence du ressort b- si enlex@skort c- si en remplacé le A

ressort par un encastrement.

5) Tracer le diagramme d’effort normal dans lesigne cas. =
§ k
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Solution exercice 3.4
1) les inconnues sont 3€0 ; W,; Us.
2) les matrices de rigidité élémentaire; pK[K ».4];

Les matrices de rigidité élémentaires sont les eséd'exercice précédant

2 -2 0
3) la matrice de rigidité globale avec I'abseneaeksort [Kg] :ETA -2 2+1 -
0 -1 1

Si en injectant un ressort de raideur k au nceud Batrice de rigidité globale devient

a2 20
[Ke]==—-2 3 -1
L
0 =1 1+X-
i EA

4) pour trouver le vecteur des déplacemefitsg] {d ¢ ={F ¢}

Dans le premier cas (avec la présence du ressort)

A 22 —Hu) (o
. -2 3 -1 |[JU,=<P: Apres I'élimination des degrés libertés bloques
0 -1 1+£ Ys 0
L1 EA |
3 -1
EA U, P 1
— = Donc{d 4 = [K F et
NN {Ug} {o} e = 1K™ {Fdl
L EA
PL KL
KL — | 1+—
U |_ L +— 1P| _ 2EA+3kL( EA]
U,| 2EA+3kL 1 3 0 PL
2EA+ 3kL
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PL
U, 2EA
PL

Dans le deuxieme cas (si enlevé le ressort) :leivére ressort =>40 donc{
2EA

Dans le troisieme cas (si en remplacé le ressomtip@&ncastrement) : si en remplacé le ressontipar

U PL
encastrement =>ko donc{ 2\ = 3EA
U, 0

5) pour tracer le diagramme d’effort normale, latcainte dans un barre est égale :

aeel 2

Donc
0 PL
= PL —i(traction) et o,-8—~+ 1 3EA —_—P( compressig
2 L LJ|l—| 3A 23 L L 3A
3EA 0
Et N=g, A donc N1_2:£.2A:£ et N, Sl
3A 3 3A 3
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4. Elément barre de treillis plan

4.1 Rotation des axes (matrice de rotation)

En un nceud ‘A’ d'une structure, les composantealéscet globales des degrés de liberté sont reliées

par la transformation :{q, } =[F{,]{ og} (4.1)

ou [RL,] est une matrice de rotation qui opere le passeg@xks globaux aux axes locaux.

Dans le cas de la figure ci-dessous par exemple,simplement :

ORI il W NG T @

g

. c s
Dou [R,]= {_S } (4.3)

c

U _=U,cosa+\, sir
(4.4)

V. =-U, sina +V, cosx

Pour effectuer la rotation sur un élément compoémadd| au nceud 1 et rau nceud 2, il faut groupés

les relations (1.61) de chaque nceud en une sepitesskon, soit :

e e e @9

Ou [R] est la matrice de rotation de I'élement, d’ordre n, .

Figure 4.1
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Lorsque les D.D.L des nceuds sont de méme nombleere€éme nature, on a simplement :

[Ra]{%’ :j (4.6)

La matrice de rotation de I'élément est carrédyagpnale, mais non symétriql{eR]T :[ R]_l

4.2 Rotation des matrice de rigidité et vecteur fares

Les équations d’équilibre d’un élément sont sou¥ennulées dans un systéme d’axe local. Or, on
voudrait transformer ces équations pour corresgormdrtains avantages par rapport au systeme
initial. De plus il n'est pas nécessaire que lagfarmation se fasse avec un nombre identique de DD

pour chaque systeme. Donc si les DDL dans le systecal sont §} et dans le systeme globadg.

On peut écrire que :

{qL}:[R]{ Og} =2 <qL>:<qg>[R]T (4.7)

{R}=[K]{a} (4.8)

Or si {F¢} représente le vecteur de forces dans le systdoimlg I'égalité du travail dans les deux

systémes nous donne :

@{R}=(){F} (4.9)

Si I'équation d’équilibre dans le systéme globaksit comme :

{Fg} :[ng{qg} (4.10)

On peut par substitution de (4.8) et (4.10) dar®) @voir :

o[k {a} =K [ a} (4.11)

En remplacant (4.7) dans (4.11) on obtient :

@ [RITRIR{ e =@ % 4 (4.12)

Par la superposition, on peut tire que :

(K, J=[RI'[K][R (4.13)
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Exemple (élément treillis plan)

Figure 4.2

k=L T

La matrice de transformation du systeme local (xkgsteme global (x,y) se fait & I'aide des cosinus

directeurs

le
ol fulla o S a1
UZ 0 O all a12 Ux2

U

y2

Ou

an:cos(x,X):Xz_Xl:cos?/:C
y '-Y (4.15)
ZLl=-sir=S

a, =cos(x.Y) =

La matrice de rigidité dans le systeme global davie
'c® cs -¢ -cg
cCS S -cs -5

KIERIKIR= 0 O 6 e (419

-CS -S CS S
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Exercice 4.1

Soit un systeme composé par quatre barres d’ameme représentée sur la. Le systeme est encastré

en 1 et?2, libre en 3 etle noeud 4.

.>_<

1) Identifier les inconnues (les déplacements) ;

2) Calculer les matrices de rigidité élémentaire ;

3) Trouver la matrice de rigidité globale ¢[K
4) Trouver le vecteur des déplacements ;

5) Tracer le diagramme d’effort normal.

0

le
¢

,\
S

x -
—~
—~
w

Y

> X

Y
y
<Y
Y
o
<

Solution d’exercice 4.1
1) les inconnues sont &0 ; V=0 ; UL=0; V,=0; U;; V3; U;; Va4

2) Etudions les barres suivantes :
¢ Barre: 3-4

¢ Barre : 1- 3
¢ Barre : 2-3
¢ Barre: 2-4

¢ Barre:1-4

» Détermination les angles et calcul les longueurs :
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Barre | Longueuf g’ C S 8 c? CS
3-4 | L2 135 -0.7 0.7 0.49 0.49 -0.49
1-3 2L 0 1 0 0 1 0
2-3 L\/g 333.43| 0.89 -0.44 0.2 0.8 -0.39
2-4 L 0 1 0 0 1 0
1-4 |_\/§ 45 0.7 0.7 0.49 0.49 0.49
» Détermination de la matrice élémentaire pour laebés- 4) :
049 -0.49 -049 043(U;] |Fs
'K ](3—4)_ EA|-049 049 049 - 048V, | _|F,
) LvV2|-0.49 049 049 - 043U, |F,
049 -049 -0.49 0.49\|v, |:y
» Détermine la matrice élémentaire pour la barret)t-
049 049 -049 - 04YU,) |«
[K ](1_4)_ EA | 0.49 049 -0.49 - 049V, | _ Fyl
) LvV2|-0.49 -0.49 049 049|U,| |F,
-0.49 -0.49 0.49 0.49|v, F,
4

» La matrice élémentaire pour la barre (2- 4) :

1 0

(2-4)_E_A 0 0
LY L|-1 0
0 0

-1 0][Y,
0 0oV, | _
1 o||lu,|
0 0|V,

» La matrice élémentaire pour la barre (1- 3) :

1 O
L
¢ 2L|-1 O
0O O

-1

o - O
o O o o

U
Vi

U
Vs

1

3
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» La matrice élémentaire pour la barre (2- 3) :

08 -039 -08 039U, |F

>3 _ EA|-039 02 039 -02[V,|_|F
K] " LJ5| -0.8 039 0.8 -039U,[ |F
039 -02 -039 02[|V,| |F

> Ecriture les matrices sous forme des équations :

F, =(0.34J, - 0.3%,- 0.30,+ O'%)ETA
- F, =(-0.34J,+ 0.3%,+ 0.34,, - o.%)ETA
(K77 =
an =(—0.34J3+ O_32V3+ 0_3@4_ O'M)ETA
F, =(0.34),- 0.3%,- 0.39,+ O'M)ETA
FX1 =(0.34J1+ 0_3&/1— 0_3@4_ O'BAA)%\
EA
e F, =(0.34),+ 03%,- 0.38,~ 0.34)
e 4
F, =(-0.34J,- 0.3%,+ 0.39,+ O'%)ETA
F, =(-0.34),- 0.3%,+ 0.3, + O-M)ETA
EA A
R, =(Uz-0.) F, =(0.80,- 0.8),)
EA _ L EA
[K ](2—4) _ 2 —(O)T— 0 K ](1_3) ) F, =(0) i
e F= (010 e F, =(-0.80,+0.8,) =2
X4 2 4 L . ) , -
EA A
ER F,=(0) =0
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F, =(0.33J,- 0.1%,- 0.35,+ O-NS)ETA
2]
L
F, =(-0.33J,+ 0.1, + 0.38,- 0.1\73)ETA

F :(—0_11]2+ 008g2+ O-lwg_ 008%)
K™=
e

EA
F, =(0.1,- 0.089,- 0.19,+ 0.08@)T

3) Aprés écriture les équations de chaque barfaiela procédure d’assemblage c'est-a-dire amtditi

les forces dues aux barres et leur intersectios darseul nceud, on obtient la matrice suivante :

0: G 08 S T e S ¥ (e R
0:34-0:34 ) ) 0 0 0.34-—-0:34 VA1 Fin

0N 0 1.9 N7 0..RALE n.-1.7 1 0N l.) E
\V) U L.OJ AW iy | UV.oJd U. LT L U V2 X2
(K ]_E‘ 0 0 017 0:0890:1 70089 0 OF V- Fys
¢l L|-05 6 -035 0474 118 - 051 - 0.34 034U, |F,
0 0 0.17 -0.089 -051 042 034 - 0.3, Fs

-0.34 -034 -1 ) -034 034 1.7 ol |u,| [F,

-0.34 -034 0 0 034 -0.34 0 0.69 |v =
L - 4 y4

4) Par application des conditions aux limites, ktnige Kg] devient comme suite :

118 -051 -0.34 034(U,] (P

X

EA| -0.51 0.42 034 - 034V, | |-P

y

L|-034 034 17 o|lu,[ o
034 -034 0 0.68|V,] |0

Apreés la résolution, en trouve les déplacementsnaexds (3) et (4) comme suit :

ea N

—2U,=1.84P, - 2.74P
L " Y

EAy, =2.72p, - 9.52P,
L

EAu,=-0.176P, + 1.35,

_

EA

NS

V, = 0.44P, - 3.39P,
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5) Calcul des contraintes dans les barres :
Application numeérique®,=10 KN etP,=20 KN

» Les contraintes dans I'élément barre sont connowes Is. forme:
-1 17|y,

[0 ]=E|—= =12
L' L' U,

» Calcul des déplacemerﬂsij " de chaque barre :
e Labarre (3-4):

Us =(-U,cos45-V, cos 4)35

— L2
Us =ﬁ(—1.84PX +2.78,- 27B+ 9.5B)
Us= L—\/E(—4.56PX +12.26))

2EA

2
= [os] :5[4.31— 10.28 ]

Ua= I‘—ﬁ(—o.zespx + 2.04,)

2EA
* Labarre(1-3):

----é f U; ----- > X

LE[-1  17[u,] 1
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[0,.] :%[1.84& - 2., ]

e Labarre(2-3):

Us =(U,sin 26.56+V, sin 26.5)6ELA

L
Us=— (289~ 6.70))

[03_2]:%[2.8& +0.67, |

X
» Labarre(1-4): 4 Ua
Us= I“/_(0616|3+4749)
2EA Va
[0,,]= LA( 0.616P, + 4.74) .
e Labarre(2-4):
Ua
1 ----6 g > ----- >
[0,.4] :K(—O.176PX+ 135 ) l
V.

P, =10KN . . . .
Pour : On obtient le diagramme de contrainte suivant :

P, = 20KN
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25.24
A
N 2 114.2
A
14.4
A
62.67

=/ —
be

5.6

Figure 1.7:Diagramme des contraintes
Exercice 4.2

Le systeme de treille plan représentée sur ladigeprésenté ci-dessous est encastré en 2, 3
et 4 et libre en 1. SoEA le module d'élasticité et la section des barres.

1) Identifier les inconnues (des déplacements) ;
2) Calculer les matrices de rigidité élémentaire ;

3) Trouver la matrice de rigidité globaleK];

4) Trouver le vecteur des déplacements ;
5) Trouver les forces intérieures dans les trois ™

barres.

Solution exercice 4.2

1) les inconnues sont HEV,= Us=Vs= U;=V,=0; U; V1.
2) les matrices de rigidité élémentaire; JK[K 1.5] [K 1.4];

La matrice de rigidité élémentaire d'un élémentdaans systéme bidimensionnel

-, , _

C CS -C — CS

2 2

K-EA/ ¢S s ~-cs -5
[ e]_ L 2 2

—C —CS C CS

2 2

|-cs -s ¢ 5
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élé L a(®) c s ¢é 53 cs
1-2 4,24 45 0,707 0,707 0,5 0,5 0,5
1-3 3,00 90 0 1 0 1 0
1-4 5 143,13 -0,8 0,6 0,64 0,36 -0,48
Donc les matrices de rigidité élémentaires
0,5 0,5 -05 -0, 0,12 0,12 - 0,22- 0,12
[K _ EA| 0,5 0,5 -05 -0,9_ 0,12 0,12 - 0,22- 0,12
24,24 -05 -05 05 0,5 - 012 - 012 012 0,12
-0,5 -0,5 0,5 0,5 - 012 - 0,22 0,12 0,12
0O 0O O O 0 0 0 0
0O 1 o0 -1 0O 033 0 -0,3
[+<1_3]:E—A =EA
310 0 O O 0 0 0 0
O -1 0 1 0O -0,33 0 0,33
0,64 -0,48 -0,64 0,4 0,13 - 0,1 - 0,13
EA| -0,48 0,36 0,48 - 0,3 - 01 0,07 0,1 -
et [Ko]=— = EA
5|-0,64 0,48 0,64 - 0,4 - 0,13 0,1 0,13 -
0,48 -0,36 -0,48 0,3 01 - 0,07 - 0,1
3) la matrice de rigidité globale
(0,25 0,02 -012 -012 0 O - 0,13 0,1]
0,52 -0,122 -0,12 0 -0,33 01 - 0,07
0,12 0,12 0O O 0 0
S 0,12 0O O 0 0
[K,]=EA
0O O 0 0
sym 0,33 0 0
0,13 -0,1
L 0,07 |
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4) pour trouver le vecteur des déplacemefisg {d ¢} ={F ¢}

0,25 0,02 -012 - 0,12 10 0 -1 0,13 10,1](Y, 0
052 -012 -012 {0 - 033 01 - 00N, | |-P
--------------- 042----042----0---p-------Q-------D---11ths | --{--B1
. TR Y SR W R Te R 0---{I-t--fod
EA ! ! ! ! ! ! = Apres
IR AR S ARl EELEE 0i------ G- {{Y51--1-0--
S Y13 RN S Sy X % HOMY | N 01\ {--+0-
S AR AR S 0,13 ---~0,1-{{U;|--{-0--
oo bennnnees S SSnnE EEEEEEEE oo 007 V- B

I'élimination des degrés libertés bloques

0,25 0,03(U,] [ 0 o u)_p (017
EA{0,02 o,5j{vl}_{—P} Done{d ¢f = [K o™ {F g} et {vl}_E_A{—l,gz}

5) pour tracer le diagramme d’effort normale, latcainte dans un barre est égale : /7

_ u'
o,=E 41 ! %
L' L]uy,

Elément 1-2

- J2p 1,24p
U, =(U,cos45-V, cos4)3-2—EA( 0,17 1,92—E 1 U
u',=0
Vi
1,24P
| 1 |[|-=—=——|_0,2% . A X
Donco,=E| — —— EA = (traction) .
4,24 4,24, A 5
T 3
Elément 1-3
. P 1,92P
U, =(U,cos90-V, cosp=—( 0,6 1,9Z2-——
1=V 1 cosp EA( 9 EA
U2=0 Us
d >
L [E9P) ee b
Donc 0, = E{? E} EA =——(traction) v
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..
Elément 1-4
U, =(-U,cos 36,87V, cos53,3}%
i(—0,17.0,8— 1,92.0,p= 129
EA EA 1 U
U |2 - O 1
1,29 Vi
Donc 0, = E{_—l 1} EA = o’zaj(traction)
51 b
0
Exercice 4.3
: | o | AY,V
Le systeme de treille plan représentée surda2f) est P
encastré en 1 et 3 et repose sur un ressort dééigien 2. 7
SoitEA le module d’élasticité et la section des barres. 3 EA 2 P»
1) Identifier les inconnues (des déplacements) ; / k
2) Calculer les matrices de rigidité €lémentaike ] [K»-
3l N
| . G
3) Trouver la matrice de rigidité globaleK( ];
4) Trouver le vecteur des déplacements ;
X, U
. . =
Solution exercice 4.3 1
— 6
1) les inconnues sont 1 1tV;= Uz=V3=0; U, = ?; Vo= ?..
2) les matrices de rigidité élémentaire; KK 2.4 ;
La matrice de rigidité élémentaire d'un élémentdadans systéme bidimensionnel
-, , _
c cs -C -—c§
— EA| cs S -cs -5
(K==~
L 2 2
—-C -cs ¢ CcS
2 2
|-CS -—s Ccs S |
élé L a(®) c s ¢é 53 cs
1-2 10 53,13 0,6 0,8 0,36 0,64 0,48
2-3 6,00 180 -1 0 1 0 0
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Donc les matrices de rigidité élémentaires

0,36 0,48 -0,36 - 0,4 0,036 0,048 - 0,036- 0,048
[K _EA| 0,48 0,64 -0,48 - 0O, 6 0,048 0,064 - 0,048~ 0,064
2110/-0,36 -0,48 0,36 - 0,036 - 0,048 0,036 0,048
-0,48 -0,64 0,48 - 0,048 - 0,064 0,048 0,064
1 0O -1 O 0,17 0 -0,17
O 0O 0 O 0 0 0
K ]_E\ = EA
0 1 0 -0,17 O 0,17
0 0 0 0 0 0 0
3) la matrice de rigidité globale
(0,036 0,048 - 0,036 - 0,048 0 10
0,064 -0,048 - 0,064 0 D
0,206 0,048 -017 O
K, |=EA
%] 0,064+ 0 0
EA
sym 0,17 0
- 0_
4) pour trouver le vecteur des déplacemefisg] {d o} ={F g}
[0,036._0,048 - 0,036 - 0048 0 ____J0. . .
! ! Y170
S R 0,064-----0:048 - ~-0,064------ Y R Bl
; . 0,206 0,048 1017 10, | |,
EA | : K : R Aprés
| | 0,064+— 0 oV, | |-P
| | EA | | u 0
TS 371 0,177 o[ ="
S P o LN oG J---t0

I'élimination des degreés libertés bloques

0,206 0,048 |, .
A “h= Donc{d ¢ = [K ™" {F et
0,048 0,064 {vz} {—p} {dg=Kd™* {Fg

EA
_023P
U,] _|0,05EA+K
V2J | P
0,05FA+ K
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5. Elément poutre continue (flexion seulement)

5.1 Matrice de rigidité

Cet élément est présenté principalement pour d&Ea®Ns :

> introduire les rotations comme D.D.L.

> Montrer une variation des contraintes a I'intéridar’élément.

N "
1 E | , /\

9,V , 9 Plf v

2 DDL/nceud= 4DDL/élément = 4 paramétres indépendants.

Soit;

V=a, +a,x+a,X +a,x

ov oV
6, = T w0 et 6 = ‘&|X_L
al
{V}: 1 x X X ||a, _[6]{a}
ex O _1 —2X _3(2 a,?,
0'4
Ceci nous donne :
\A 1 0 0 0 | a
6, _ 0o -1 (2) (j a, =[A]{a}
Vv, 1 L L L a,
g) |0 -1 -2 -3%|la,

44
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1 0 0 0

-1 0 0

_ - 1| - 2 1
{a} =[A] l{q} avec [A 1= ff - f?; T (4.6)

2 -1 -2 -1

S T I

Les fonctions d’interpolation$\] s’obtiennent en substituant (4.6) dans (4.3)

{Vi=[N){q (4.7)

(4.8)
3 23 XX
S T I T
La courbure de I'élément " =g—2\£ nous donne
X
V=[N g (49
Avec :
weS(Za) o2
L“\ L L L
5 5 5 x (4.10)
N3":_2 1—_X X N4 = +—
L L L L

“ Moment internes “
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M, =EI V" (4.11)
Evaluation de la courbure aux nceuds 1 et 2 :

6 4 6 2]\
L

V" T2 2
tie| b LooLe (4.12)
V, 6 -2 -6 -4V

L2 L L2 L]l6

Cette relation représente la matri&$ ¢tant donné que les courbures sont reliées dioxrdations

(&, =-zV")

-l =[el{d (419

Par contre, les moments interridg et M,, hous donnent :

m::}:ﬁ' EIHE}:_%[E]{‘E} (4.14)

La seule relation qui nous manque c’est I'évaluaties forces externes aux noeuds en fonction des

moments internes. Ces courbures en tout cas d@@s@ux contraintes.
Donc la matriceA] se construit tout simplement par considérati@méntaire de I'équilibre.
Tout d'abord, aux nceuds 1 et 2, il est évident:que

M, =M, (4.15)

M,=-M,, (4.16)

FF‘%—I\:I_Z*ML'”NII_'Z (4.17)
%:&+M2:M|1_M,2 (4.18)
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En combinant (4.15) (4.18) en forme matriciellet@uve :

P 1 1
M | _1|L 0 |[M,
PR Ll1 -1]|m,
M, 0 -L
{F} = [A] {d}
En substituant (4.12) dans (4.14) et (4.14) dari®j4
Ona:
{F}=[A][E] [B]{ 4
Donc:
-1 1
EIlL Of[1 oO]-6 4L 6 2L
[Ke]zFl 1/lo 1lle -2 6 -4
0 -L
12 -6 -12 -4 |
El|-6L 4 6L A
[KG]ZF 12 6 12 &
6L 2 6L 47|

[Kn]=[K{]
5.2 Forces généralisées :

a/-forces de surface
{r} :£[N]T{ i} ds

Si la charge est une densité linéigy), il vient :

(e} = fINT'{ 19 ox

0

47
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K 0
Avec {f } :{qy(x)}

a,(x)
A 4 yvy m > x
1 2
y
D’on I'expression des différents termes :
L 2 3
33X 2X
Fyl =I(1_—2 +?J qy(X)dX
0
F o 2x° X
7 M, = || —x+=——= |q,(X) dx
(r}=1 e " I[ L)
IR, - _t3x 2
. e e
L X2 X3
M,=||l—— X) dx
z2 v([( L Lquy( )
chargement
2P P PL P PL
/l_l_l 2 8 2 8
pof b ? Pal’ Pb’ Pa’b
7 l / B (Za+ L) 12 T3 (2b+ L) - 12
Al ],cf:':
Q_L_l'
: _a a a _ac
:;r ¥ Yy Y vYWyYyVy lt 2 12 2 12
i i
1;?
°' T L _7aL L
1%

D’une mankre générale et dansle casde forcesorienges dansle sensy négatif, le vecteur

48
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charged’un élémentde poutreplanesoumisa un syséme de chargestransversalesst égal a
'inverse des réactions et moments d’encastrementde la poutrebi-encastée subissante
méme chargementEn d’autrestermes,ce vecteur traduit les actionsnodaleséquivalentesau
chargemenappliqué surla poutre(cf. Tableaul deschargesiodalesiquivalentes).

Exercice 5.1

La poutre droite représentée sur la figure est&n@@men 1 et repose sur un appui simple en 2
et 3. SoitEl, la rigidité de flexion linéique de la poutre.
1) Identifier les inconnues (les déplacements) ;

2) Calculer le vecteur de forgaodales équivalentesgff

3) Calculer la matrice de rigidité élémentaite; f] et [Kz.4] ; y 2P
4) Trouver la matrice de rigiditeé globaleK]; % ¢-P
5) Trouver le vecteur des déplacements ; NE 2

Solution d’exercice 5.1

1) les inconnues sont les rotatidns 0s.

2) le vecteur des foremodales équivalentesdf

—-p
PL
{Fs} = j [N]T{fs}dx pour element | pou(r{fg} = —2P> = {F3} = 4P
L —
_PL
— 4 p—
.
2
PL
pour element Il pouf{fs} = P ) = {F3} = 8P
2
_bL
— 8 -
3) la matrice de rigidité élémentair&[,] et [Kz-g] ;
12 -6L -12 -6L 12 -6L -12 -6L 12 -6L -12 -6L
| -6L 42 6L 2.2 | -6L 42 6L 212 | -6L 42 6L 212
[Ke] = £ donc [K;p] = £ et [Kas] =5
Cl 12 6 12 a Yl 12 a4 12 a Yl 12 a4 12 a
-6L 2.2 6L 4L? -6L 2L? 6L 4L? -6L 2% 6L 4L?
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4) la matrice de rigidité globaleK} ];

12 6L -12 6L 0 O Vi
-6L 4L2 6L 2.2 0 O 01
-12 & 24 0 -12 -6L V>
K, = &
“| -6L 2.2 0 8.2 6L 2L? 0>
0O 0 -12 & 12 da V3
0 0 -6L 2L2 6L 4L? 03

5) le vecteur des déplacements ;

8L2 212
2L2 4.2

EL
L3

Exercice 5.2

I

0>
03

I

—pL/8
—pL/8

0,
sy
03

La poutre droite représentée sur la figure esten@@men 1 et repose sur un appui simple en 2

et 3. SoitEl, la rigidité de flexion linéique de la poutre.

1) Identifier les inconnues (des déplacements) ;

2) Calculer le vecteur de forerodales equivalentesf

3) Calculer la matrice de rigidité éléementaites.p] et [Ko-3] ;

4) Trouver la matrice de rigidité globaleK ];

5) Trouver le vecteur des déplacements ;

Solution d’'exercice 5.2

1) les inconnues sont les rotatidias 0s.

2) le vecteur des foresmodales équivalentesdf

{F&} = IL [N]T{fs}dx pour element!| pour ({fg} - —%x) —

|

L

0

2(3
L3
2

2
1- 2

H(1-t

2 23
L2 L3
x2 x3
L L2

(£x)

50

dx =

_% Lq
R
_% Lq
_%qu




Dr. Mohamed LABED Méthode des éléments finiE

pour elementll pouf{fg} = Ix-q) =

_3 ¢ r N
F2y 1 L2 * L3 _%Lq
(1 — x)? 1y2
M2z :J"- x(1- ¢ (Ax —q) |dx= 20
2 3 L 3
Fay oV EE 20t
1
M3z X_Lz _E_z i —L%q |
3) la matrice de rigidité élémentair& 4[] et [Ko.g] ;
12 6L -12 -6L 12 6L -12 -6L 12 6L -12 -6L

-6L 4.2 6L 2.2 -6L 4L2 6L 2.2 -6L 4.2 6L 2.2

Kl=% 1, 6 12 & done Kazl=5l b g 12 e | K" b 4 12 oa
6L 212 6L 4L? 6L 212 6L 4L? 6L 212 6L 4L?
4) la matrice de rigidité globaleK[];

12 6. 126 0 0 |[ vi] —Ld

6L 4.2 6L 2.2 0 0 0, L2

K] = £ -12 & 24 0 -12 -6L \ _ —%Lq

g Ll 6L 2.2 0 8.2 6L 2L2 0> 0
0 0 12 & 12 & VA 31
i 0 0 6L 2.2 6L 4L2 1L 03 i _%qu

5) le vecteur des déplacements ;
g 8L% 2L2 02 0 0, |l 2 0
=L = = = —
Lo 202 42 03 XL 03 VEH 1 4 ~LL2q
0 1 pL3
— 2 _ 42(E]
03 _10%13'3"3
Exercice 5.3

Soit la poutre droite représentée sur la figureegsbsée sur un appui simple en 1 et 5. Soit
El, la rigidité de flexion linéique de la poutre.

1) Identifier les inconnues (les déplacements) ;

2) Calculer les vecteurs des forces nodales éaprites €lémentaires {h-> {Fe} 2.3 {Fe} 34

{F¢} a5 et déduire le vecteur des forces nodales équivedagiobale {Fy;

3) Calculer les matrices de rigidité élémentaitdsi[> [K] 2.3[K] 3.4 [K] 45, et déduire la
matrice de rigidité globale [k}
4) Trouver le vecteur des déplacements nodalg;{d}
5) Trouver le vecteur des forces intérieures ro@@} i .
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:

1 @ L ] 5
v/ D 3 C A

Solution d’exercice 5.3

1) Les inconnues sont/i=0 ; 01 ; Vo ; 62 ; V3 ; 03 ; Vs ; 04 ;v5=0 ; 6.
2) Calcul des vecteurs des forces nodales eéquies@hementaires {12 {Fe} 2.3 {Fe} 34

{Fe} 4-5;
Nous avons la longueur et la charge extérieure@ppkur tous les éléments sont constantes,

donc {R}1.2 ={Fe} 2.3 ={F e} 34 ={Fe} 45

1—% X? +f23 X

U x-2x+ly

{F}_,= 3'- 2'- *q(x) dx La longueur d’élément est égale L/4 etharge
2

FX —FX3

1

xz—izx3
L L

extérieure appliqué sur I'élément est linéairenmépartie (-q), donc la formule de calcul des

forces nodales équivalentes devient

X — ﬁ X2+ 12x3 8
o (k) (L a
(). =(Fh (), () = 24]2_ (;‘j L

Donc le vecteur des forces extérieures nodalevéiguites globale {Fj;
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1
_ELq
1 2
192L q
1
_ELq

1 2
MZ _EL q

o O O o o o

8

1 2
Toz- d

_iLq
1 L2q

102

o O O

: -
1
0 =L
0 -1
0 0
0 Ca|
0 4 0
—5Ld -1
1 2
To7-°d 0
1 1
~gHd 2
1 2 1
T2- 9 || Taeb |

3) Calcul des matrices de rigidité elémentaireg [K [K¢] 2.3 [Ke] 3.4 [Ke] 4-5.

Nous avons la matrice de rigidité élémentaire d’poetre continue est égale :

12 -6L

_EI|-6L 47
[Ke]__s _

2| -12 6L

-6L 212

-12 -4
6L A2
12 &
6L 4

La longueur des éléments est égales L/4 et Ilditégde flexion linéigue Elest constante

-PE V4

=

()

[K.]

L

L L

o i) = gy
<5) 45 5 43
2 5] = ()
(%) 2(4)2 {%) “[4]2_

L

9% -12
_8EI|-12L 22
T | -9 12

~12L L2

-96 - 12
12 12
96 12

12 2?2

Et[K.]_, =[Kdl,..=[Kd, . =[Kd, .; Donc la matrice de rigidité globale []

96 -12
~12L 22
-96 12
~12L 12
8EI||0 0
[K]Q_? 0 0
0 0
0 0
0 0
o 0

-96 -12 O
12 12 0
9% 12 0
12 2° 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

O 0O 0000 o g O o

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

53

OO0 0 oo o o o o

O 0O 000 Ooo g O o

o

D
)
D
)

+

0 o o 0o o T o W

00O 0 0 0 00

00 O 0 0 0 0 0O
0 0 96 -12 -9% -12 0 0 O
0 0 -12 27 12 12 0 0O
0 0 -9 12 9% 1P 0 0O
0 0 -1 1? 12 27 0 0O
0 0O 0 0 0 0 0O
0 0O 0 0 0 0 0O
0 0O 0 0 0 0 0O
0 0O 0 0 0 0 0O

o
]

Q

o007

0 o o 0o o
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00000 O O O 00[0000000 O 0 O
00000 O O O 00|/0000000 O 0 O
00000 O O O 00|/0000000 O 0 O
00000 O O O 00|/000000O0 O 0 0
00009 -12 -9%-1 000000000 0 0 0 |
0000-12 22 12 > 00|/0000000 O 0 O
0000-9 12 9 12 00|00 0O0O0O0 9 -1 -96- 12
0000-12 ° 12 2 00|00000O0-12 2 1p L2
00000 O O O 00|000O0O0O0-9 12 96 12
00000 0 ©0O O 0Q00000GO0-12 ° 12 B |
9% -1 -96 -12 O 0 0 0 0 0 ]
-12L 22 12 L2 0 0 0 0 0 0
96 12 192 0 -96 -12 O 0 0 0
-12L 120 42 12 L2 0 0 0 0
8EI [0 0O -9 12 192 0 -9 -1 0 O
ERN 0 12 * 0 42 12 ? 0 0
0 0 0 0O -96 12 192 0 - 96- 12
0 0 0 0o -12 L 0 2 1p 12
0 0 0 0 0 0 -96 12 96 12
0 0 0 0 0 0o -12 L2 12 P |
4) Calcul du vecteur des déeplacements nodalg;{d}
[K]g {d}g={F}¢
S /S ISR T/ JRNNY, SN, SR, SNSR>SO , G MO | INVARRRN ERN B =3----
222 12 L2 0o 0o o o o o | e L
96 14 192 0 -96 12 0 0 0 O V2 1
124 L2 0 42 12 L2 0 0 D 0 0, 0
ol 0 0 96 12 102 0 -9 12 6 o va | | -1
Ul 9 0 120 12 0 42 124 L2 0 O 6 | 4| o
0 0 0 0 -9 12 192 0 -96-12 || v, 1
6 0 0 0 -12L L2 0 42 1§ L2 0, 0
00000006 1A 862D (| Vs |
| 0 0 0o 0o 0 0 A i 1 A || 6 1L

Apres I'élimination des degreés libertés bloques
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o2 12 L2
124 192 0

L2 0 42

| O -96 12
L 0 -12. L2
0O 0 O

0O 0 O

0O 0 O

0
-96
120
192

0
-96

-121

0

-12L

L2
0
4LZ
12
L2
0

0
0
0
-96
12L
192
0
-121

0
0
0
-12L
L2
0
4LZ
L2

0
0
0
0
0
-12L

L2
212

Qo
NH

{d} 4=[K] '19 {F} 4 Donc le vecteur des déplacements nodaux est égale :

L
48L

L
48L

- - 1
041 3
19
Vo 756
11
02 48
5
Va | __ e T
8EI
03 0
v 19
4 356
04 _ 411
48
05 1
L _ | 5

5) Calcul du vecteur des forces intérieures noffdlg: .

Pour calculé le vecteur des forces intérieuresieod

T
My
Ti2
M2

1

L3

= El

Lz L3
4 6
L L2
=6 =12
L2 L3
-2 =6

L2

—6

2

2

L
2
L
6
4

L

Vi
01
Va2
02

F1
M,
_F2

M,

Pour I'élément 1-2 : la longueur est égale L/4,denvecteur des forces intérieures.
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12 -6 -12 -6 _ _ = - - _
. @ @ @ @ 0 E T I S )
11 6 4 6 2 oL a2 oL 2
M1 _E & &) & B 24E] B 103 0 | 0
T - 12 -6 _12 -6 19qL* - 3qL B . | at
2 (L)3 (L)Z (L)3 (L)Z 204€E| 8 B8 4
M2 46 jz je j4 11qL3 10q12 qL2 3qL2

Pl e m b L ) Lw J L
" 4 a4 4
Pour I'élément 2-3
1 6 12 6 |_ o - - _
®? ® ® @ _ 1%Lt a _a ac
T2 6 4 6 5 20461 82 i 4
11qL3 19gL £ 3q|_z
Mz g ®: ® ®» G i | || i aL
Tis 12 -6 -12 -6 _ squt qL qL 0
@) ® & 384E] 8 8 i
Mis 6 2 -6 4 0 25qL% at? aL”
23 (%2 (L) (L>2 (L L | L 192 | L 192 | L 8 a
4 4 4 4
Pour I'élément 3-4
1 -6 -12 6 | _ _ _ - - _
G @ O O | s _a _at 0
Tis =6 4 6 2 S84 82 E; L2
25qL qL qL?
M3 _El ) &) ) @ 0 y T, | e | 3
T = 12 -6 12 6 19qL° 4 qL qL et
4 G P @y 204 ar - 2
Mia 46 jg jﬁ j4 _ 11q1° 19qL?2 qL? 3qL2?
ol ® G m |boee ] Loe J Loe J L
4 4 4 4
Pour I'élément 4-5
12 -6 -12 -6 __ _ _ - - - _
) B ® G _ doqLt _3ak _at aL
Tia s . A ) 204 8 8 4
y @ ® e B | - G I I
14 _ EI 4 4 4 4 384E| — 192 _ 192 . 32
T|5 ]L.2 3 IG 2 _L123 :6 2 O —% %L _q_L
G & W . 2
Mis 4s 6 ) 6 4 _at a? a? 0
B 24l 192 192
@ ® ® ® | JoLoe JoLwe J LTS

Donc le tableau suivant récapitulé le moment figsdut et I'effort tranchant sur le long de la

poutre :

[ = LL oA ]
x= 0 4 2 4 L

_ooaoa oL L
T= 2 4 0 4 2
3gL>  gL®  3qL?

B Me= 0 3% s a2 O |
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Exercice 5.4

Soit la poutre droite représentée sur figure csdas est encastré en 1 et le nceud 3 relié par
un ressort de raideur K. Soitta rigidité de flexion linéique de la poutre.

1) Identifier les inconnues (les déplacements) ;

2) Calculer les vecteurs des forces nodales éarited élémentaires h-» et déduire le

vecteur des forces nodales équivalentes globalg; {F}

3) Calculer les matrices de rigidité élémentain€ |, ; et déduire la matrice de rigidité
globale [K};
-q

1

Héﬂ
4) Trouver le vecteur des déplacements nodalg;{d&ns les trois cas :

a- avec la présence du ressort b- si enlevéskort  c- si en remplacé le ressort par un

encastrement.

5) Trouver le vecteur des forces intérieures resldhns le deuxieme cas.

Solution d’exercice 5.4

1) les inconnues sont les rotations ..

2) le vecteur des forces nodales équivalentgs {f

(Fs) = IL IN]"{fS}dx  pour element] pour ({f8) = -q) =

s ae ] _

F]_y 1 L2 + L3 _%Lq
2

M L —x(1-* L2

] SR e fee | B

S ~3Ld

Moz X_I_Z_E_z —LL2qg

Il'y a un seule élément, donc

{F5r = {F&»
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3) la matrice de rigidité €lémentair&[];

12 -6L -12 -6L 96 -24L -96 -24L
6L 4.2 6L 2.2 24 8.2 24 42
[Ke] = £ donc donc [Ki] = & = [Kg]
Ll -12 & 12 a Ll -9 24 9% 24
6L 2.2 6L 4L? 24 42 24 8L?
4) le vecteur des déplacements ;
a- avec la présence du ressort ;
— -_— p— — 1 -
12 6L -12 6L A —5Lq
2 2 192
e —6L 4L 6L 2L 0, _ L
Bl -12 a4 12+ K2 6L Ve ~1Lq
2 2 112
i —6L 2L 6L 4L L 02 4 1 —5;L°q |
o . _ st
B 12+ 75 6L V, _ —La - V2 _ 8(kL3+3El)
L2 6L 42 02 —L% 02 w1 k]
2K L3+6EI 24E1

b- si enlevé le ressort> k—0 donc

_att
Ve | 8El
02 qL®
6E|

c- si en remplaceé le ressort par un encastremekt>oo donc

— qL3
02 ~a&
5) Calcul du vecteur des forces intérieures noffdle: .

Pour calculé le vecteur des forces intérieuresiieod

— 1 12 -6 =12 -6 — . —
T, N N K Vi Fi
6 4 6 2
M1 gl Tt 01 My
B 12 -6 -12 -6
T2 cor oo || Ve —F
M2 6 =2 £ 4 0, —M>
— —J L2 L L2 L L —J —
Donc
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El

6 12 6
L2 L3 L2
4 6 2

L L2 L
6 12 6
L2 L3 L2
_2 _6 _4
L L2 L

_at*
BEl
a
6El
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5
_ELZq
1
ZLd

1
L%

—%Lq
L%
7La
17

gL
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6. Elément cadre plan (poutre de Bernoulli)

6.1 Matrice de rigidité

On examine le probléme plan d’'une poutre prismati§ifA=cte ;El=cte ) combinant le comportement

axial a celui flexionnel. La référence géométrigsel’axe de la poutre.

Deux modes énergétiques :

- axial

e—n

- flexionnel

s

Figure 6.1

La matrice de rigidité de I'élément est la combsioai directe deK]y] et [Ku]

K
U1 UZ
o O +
1Z
1 2 1 9, 2 9,
V, V2
= /i—\ Uz U,
>
1 2
191 19‘2
EA 0 0 —EA 0 0
L L
0 12|35| —6|25| 0 - 1;EI - GZEI
L L L L
o fE & & =
[K ] — L L L L
“ | -EA 0 0 EA 0 0
L L
-12EI 6E| 1EI - &l
K 2 0 E L2
o fE® @ &
L L L L L |
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0
40’7 = Superposition découpl{eKN] n’influx pas sur[KM]

6.2 Rotation des axes (matrice de rotation)

En un nceud ‘A’ d'une structure, les composantealéscet globales des degrés de liberté sont reliées

par la transformation :

{a}=[R]{q} (6.1)

ou [RL,] est une matrice de rotation qui opére le passag@&xks globaux aux axes locaux.

Dans le cas de la figure ci-dessous par exempla,ssmplement :

Y
> X
Figure 6.2

U] [cosa sia||Ug] _
{qL}_{VL}{—sina comva}'[R?]{%} 6.2)
D’ou

cC s
[R”]{‘S C} (6.3)
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U _=U,cosa+\, sir
(6.4)

V. =-U, sina +V, cosx

Pour effectuer la rotation sur un élément compémadd| au nceud 1 etr@au nceud 2, il faut groupés

les relations (1.61) de chaque nceud en une sepitesston, soit :

SRR NEET

Ou [R] est la matrice de rotation de I'élément, d’ordre n, .

Lorsque les D.D.L des nceuds sont de méme nomioiee @Eme nature, on a simplement :

[Ra]:r;” ng (6.6)

La matrice de rotation de I'élément est carréédagonale, mais non symétriql{eR]T =| R]_l

6.3 Rotation des matrice de rigidité et vecteur fares

Les équations d’équilibre d’'un élément sont soudennulées dans un systeme d’axe local. Or, on
voudrait transformer ces équations pour corresporudirtains avantages par rapport au systéme
initial. De plus il n'est pas nécessaire que lagfarmation se fasse avec un nombre identique de dd

pour chaque systeme. Donc si les ddl dans le sgsiigral sont P} et dans le systeme globaPg}.

On peut écrire que :

{a}=[R{a} (6.7)

{R}=[K.]{a} (6.8)

Or si {Fg4} représente le vecteur de forces dans le systdoimlg I'égalité du travail dans les deux

systémes nous donne :
(@ ){R}=(a){F} (6.9)
Si I'équation d’équilibre dans le systéme globa&ksit comme :
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{F}=[K,}{ad) (6.10)

On peut par substitution de (6.10) et (6.8) dar®) @voir :

@O[K {a} =] K ]{a} (6.11)

En remplacant (6.1) dans (6.11) on obtient :

@)[R'[KIR{a}= @ K ]{ g} (6.12)
D’ou I'on tire que :

(K, J=[RI'[K]IR (6.13)
Exemple

» Pour le cas d'un élément de cadre plan

| cC s 0
-0
[R]= R4 avec R=R=|-S C (6.14)
0 'R
' 0 0 1
A
6 V1 H V7 u,
Ayv 2
U11—<‘%—'—'— _._/_..Aﬁg_ _Kﬁ.} u,
1 \ z,0 T
X
ZV/ g
(a) (b)

Figure 6.3

Donc
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EA 0 0 —EA 0 0
L L
B _ 12EI —6El -1ZEI| - @&l
c s 0 O 0O O 0 E L2 0 E 12
s ¢ 0 0 0 0 0 -6El  4El 0 6E| y.=]
0 0O 1 O 0O O 2 L 12 L
Rzl 0 0 ¢ s o © [K5_ga ) ) EA ) )
— 0 0 — 0 0
0 0O 0 -s ¢ O L L
o 0 0 o0 o0 1 “12E1 6 1E - @&
- - E - ° B L2
, 6Bl 2 -E &
L L L L L
. e 4 s vz . . T
La matrice de rigidité élémentaire au repaire debaK., | =[R]' [K ][R
B EA A2 12E1 <2 EA 12EI 6El EA A2 12EI 12EI EA 6El ]
TC + ?S TCS— ?CS ?S —TC - ?52 ?CS— TCS ?S
EA 12EI EA 12El ~2 6El 12El EA EA o2 12El ~2 6El
TCS— ?CS TSZ + TC —?C ?CS— TCS —TS - ?C —?C
6El 6El 4El 6El 6El 2El
[k ] . ?S —?C - —?S ?C -
e9l = EA A2 12EI 12F| EA 6El EA A2 12EI EA 12EI 6El
—TC - TSZ ?CS— TCS —FS TC + TSZ TCS— ?CS —?S
12EI EA EA o2 12El ~2 6El EA 12El EA 2 12El ~2 6EIl
?CS— TCS —TS - ?C ?C TCS— ?CS TS + ?C ?C
6El 6El 2E| 6El 6El 4El
?S —?C - —?S ?C -
Exercice 6.1

Soit la structure suivante formée de deux élémenotgres élancées et trois nceuds. Le
chargement consiste en une charge concentrée Hguagau nceud 3. Sachant que I'appui
au nceud 1 est encastré. Soit Elz la rigidité dedielinéique de touts les poutres.

1) Identifier les inconnues (les déplacements) ;

2) Déduire le vecteur des forces nodales

[oV)

équivalentes globale {fg} . $
2 IPE 270

3) Calculer

élémentaires [K]i» [K] 23 ; et déduire la

les matrices de rigidité

matrice de rigidité globale [K]

IPE 270
<

4) Trouver le vecteur des

=
x

déplacements nodale {gl} NN

5) Trouver le vecteur des forces intérieures

nodales.
Application numérique: L=10 m, g= 10 kN/m, E=2.2 k0l/m*.
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Solution d’exercice 6.1

1) les inconnues sont les rotations; =01 =0.uy; V2 ; 02; Uz = v3 = 03=0.

3) le vecteur des forces nodales équivalentgs {f

Fix
Fiy
My,
Fox

o O O O O O o

3) Calcul des matrices de rigidité elémentaireg [K [K¢] 2-3.

Nous avons la matrice de rigidité élémentaire d’poetre continue est égale :

N g2 4 %52 Hcs— %cs %s y o %sz %cs— Hcs %s i
s %cs s 9 %cz —%c %cs— Ehes —EA&7 - %cz —%c
] — %s %c <= %s %c 2=
—£c% - %sz %cs— Ehcs —%s Ehc? 4 %sz Ehcs- %cs —%s
%CS— %cs —%52 - %cz %c %cs— %cs %sz + %cz %c
%s —%c 2E —%s %c B

La longueur des éléments est égales L et la rigdb flexion linéique Elest constante pour

les trois éléments.

élé L a(®) c S
1-2 L 90 0 1
2-3 L 0 1 0

Donc, les matrices de rigidité élémentaires deweenn
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12E| 6E|
L3 0 L?
EA
o £ o
6EI 4EI
2 0 L
K _ L
[ki2] =
_12El 0 6El
L3 L2
EA
o -£ 0
6EI 2El
L2 0 L
=0 0
12E| 6E|
O L3 L2
6El 4EI
0 Tt L
[ko-3] = A
A0 0
12El  6El
O L3 L2
6El 2El
0 e T

12EI
L3 0
EA
0 L
6El
= O
12EI
L3 0
EA
O L
6EI
__|_2 0
=0
12EI
0o &
6El
o &
=0
12EI
0 =
6El
o &

Donc la matrice de rigidité globale [K]

EA EA
0o & o EA
6EI 4E| 6EI
Sl pm 45 _SCL NG
_1EE| 0 _% 1EE| 0
Kg] = EA EA
kq] o -2 o o =
6EI 2E| 6EI
v 0T 50
o 0 0 0 ©
0O 0 O 0
0O 0 O 0
B 12EI 6EI 12EI
s 0 e T
o £ 0 0
SEI 4EL _6El
L2 0 L L2
_12EI 6EI  EA |, 12E
L3 0 L2 LT L3
= 0o -E&A o 0
L
SEI 26l _6El
L2 O L L2
0 0 0 EA
L
0 0 0 0
0 0 0 0

o
m

o’7v|

(S22
m

F&HOI_ il

m > m

O o O O o o
oo o © o o o o ©

o o'_|
o o o
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>
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o
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mi
B
© o

I'I'IO'_|
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4) Calcul du vecteur des déplacements nodalg;{d}

[Klg {d}g={F}¢

1ZEI 0 6_|52| _12E| 0 6_|52| 0 0 0 -
L L L L 0
Uz
o £ 0 0 -EA 0 0 0
Vi 0
6EI 4E| 6EI 2EI
01 0
_ 128l _6ElL EA | 12EI _BElL _EA
L3 0 L2 L + L3 0 L2 L 0 0 U, 0
EA EA 12E] 6EI 12E] 6EI
o0 -+ 0 O T+E = 0 F E || v 0
SEL 2E1 _6EL _BEL 8EL 6EL  2EI 0 0
L2 0 L L2 L2 L 0 L2 L 2
o o o -E 0 o B o o0 U 0
v -P
12EI 6EI 12E| 6EI 3
o 0o 0 0 e 0 o ] 0
3
SEL 2E1 6EL 4Bl L 4 L .
o 0 0 0 —5 Eoo0 B &
Apres I'élimination des degrés libertés bloques,
[ EA 12EI 6EI EA ]
A 4 2= 0 == =20 0 — Ry = -
L L3 L2 L U 0
EA 12EI 6EI 12EI 6EI
_+_ — =
0 L L3 L2 0 L3 L2 Vo 0
_BEl _BEl 8El 6El 2EL
L2 L2 L 0 L2 L 92 _ 0 -
—% 0 0 % 0 0 Us 0
_12E| BEI 12E1  6El Vv P
0 L3 L2 0 L3 L2 3
0 _6EL 2Bl g 6EL 4Bl 03 0
L2 L 2 L — - — -
— - PL®
Us 2EI
_PL
Vo EA
PL2
02 | El
a PL3
Us 2El
V3 _ (4_L2 L)
PL 3EI + EA
03 3PL?
- - | 2E| ]

Pour calculé le vecteur des forces intérieuresieofdin} :
{ fint} :[KL]{de} '{ fint}
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Ni1 u, Fix
Ti1 vV, Fiy
I L I B
—Ni2 u; Fax
-T2 Vs Fay
| Mz ] | 02 ] M.,

Toutes les éléments ont les mémes longueurspsecinerties et module d’élasticité, donc

le vecteur des forces intérieures.

_ _ 12E] o SEL 1261 g SEL = - - _
Th L? R L2 0 0 0 0
EA EA
Nis °c T o o - 0 0 P 0 P
wo || m oo e om0 | o || e
= PLE = - =
—Niz o -EA o o £ 9 —E5 -P 0 -P
L L
-Mi SEL o 2EL _SEL g 4B PL® LP 0 LP
- - L? L L? L — - - - - - -
T 0
N1 P
M1 -PL
Donc =
T2 0
N2 P
M2 -PL
— - EA 0 0o -EA o 0 PL® — -
N2 L L 2El 0
0 A& _6El _12El _6EL _PL
T L3 L2 L3 L? EA
6EI  4EI 6L 2EI pL2
Mz | | 9 = *T O & T =) | PL
Mo |Tf =0 0B o0 o | o
_ 1261 GEI 1261 GEl 3 _
Tia 0 == = 0 ERE ~SE " ta P
-Mi3 6EIl  2EI 6El  A4EI 2 0
0O _BEL 26 g  6El  4EI 3PL
- - L2 L 2 L 2EI - -
Ti2
M> PL
Donc =
N3 0
Tis
M3 0
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0@ . @@

1
168, B9

A

CL]

Diagramme du moment fléchissant (SAP 2000).

=
1

HX

L]
Diagramme de I'effort tranchant (SAP 2000).

A

L]
Diagramme de I'effort normal (SAP 2000).
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Exercice 6.2

Soit la structure suivante formée de trois élémemigtres élancées et quatre nceuds. Le
chargement consiste en une charge répartie verticappliquée aux éléments 1 et 2. Sachant
que les appuis aux nceuds 1, 3 et 4 sont tous edxaSbit Elz la rigidité de flexion linéique
de touts les poutres.

1) Identifier les inconnues (les déplacements) ;

2) Calculer les vecteurs des forces nodales édaunted élémentaires fh, {Fef23 et

déduire le vecteur des forces nodales équivalghoesle {Fy;

3) Calculer les matrices de rigidité élémentaidsi], [K] 2.3 [K] 2.4 ; et déduire la matrice
de rigidité globale [K];
4) Trouver le vecteur des déplacements nodalg;{d}

5) Trouver le vecteur des forces intérieures rexial

y
- . j q q
Application numérique: L=10 m,

g= 10 kN/m, E=2.1 T0kN/m?. . !
1 IPE270 2 IPE 270 E

[

<

L
IPE 270

EN

Solution d’exercice 6.2

1) les inconnues sont les rotationsw; =01 =0.uy; V2 ; 02; Uz = V3 = 03=Us= V4 = 0,=0.

2) le vecteur des forces nodales équivalentgs {f
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{F) = fL[N]T{fZ}dx pour element |

Donc le vecteur des forces extérieures nodalesa@egntes globale {Fj;

Fix
Fiy
Mz
Fox
Fay
M3z

Fax
Fay
M2z
Fax
Fay
M3z

Fox
Fay
M3z
F ax
Fay
Myz

1

o O

o o |—|><

o O

o o |—|><

o |—|><

X
L

0

3x2
-1

—X(l —
0

3x2
L2

X2

2x3
E

1)2
L

2x3

L3

x3

L

L2

pour

pour elementll

l_|><

3x2
1- oz

—X(l _

3x?
LZ
2
L

233
L3
x \2

L

_ 28

L3
28
LZ

pour element Il

3x2
-

+ 0

23
L3

(-2’

32
LZ

0

X2
L

23
L 3

3
L2

pour

pour
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{fer =

dx =

{fer =

dx =

{fey =

dx =

—-q
0

1
_?qL

Aql_2

12

0

1
_?qL

_iqu

O O o o o o

12

-q
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Fix
Fay
My,
Fax
Faoy
M3,
Fax
Fay
M3,
Fax
Fay
My,

+
+
O O O O O O 0O o o o o o

o O O

LqLZ

_qu

3) Calcul des matrices de rigidité elémentaireg [K [K¢] 2.3 [Ke] 24 -

Nous avons la matrice de rigidité élémentaire d’poetre continue est égale :

L

EAG2 1L23E|52

12E
~ es

6El
L2 S

_EAG2 _ 12;332
L

L

126l ~c_ EA
5 CS— T ¢Cs
6El
N

Hcs- %cs %s
e+ %cz —%c
S ]
%cs— thcs —%s
—%52 - %cz %c
e 22

L

_EA2 _ 1261
L3

126l A EA
ocs— Bes

~6El
L2

EAg2 4 123E|32
L L

S

EA ~e_ 12FI
T Cs— S5 Cs
GEI
s

Les- fes Ls
—Ehg? %cz —%c
Ehcs- %cs —%s
%sz + %cz %c

1261 EA

La longueur des éléments est égales L et la rigdb flexion linéique Elest constante pour

les trois éléments.

élé L a(®) c S
1-2 L 0 1 0
2-3 L 0 1 0
2-4 L 270 0 -1

Donc, les matrices de rigidité élémentaires deweenn
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[Ki2] =

[Ko3] =

[Ko-a] =

B g
0 lEEI
0 GLEzI
ELA 0
0 s
e g
0 lEEI
0 -
ELA 0
0 _lfsEl
0 sz
1E§| 0
0o =
R
= |
0 -2
_% 0

_EA
o -E o
6EI 12E|
= 0 =5
4E| 6EI
L 0 L2
0o E o
6EI 12E|
L2 0 L3
2EI 6EI
L 0 L2
EA
o -E o
6EI 12E|
L2 0 L3
4E| 6EI
L 0 L2
0o E o
6EI 12E|
L2 0 L3
2E| 6EI
L 0 2
_6El _ 12|
L2 L3 0
_EA
0o o -
4El BEL
L L2 0
6EL 1261
L2 L3 0
EA
o o &
2Bl 6EL
L L2 0

Donc la matrice de rigidité globale [K]
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_B6EI  4EI
L? L
0 0
_12El  BEL
L3 L2
_SBEl  2EI
L2 L
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

m
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© o
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- - Bopg o B 0 0o 0 0 0 0 0 o©
000 0 0 0 000 O 0 O o oum e o = = 0 o0 o o o
000 0 0 0 000 O 0 O T v =
000 0 0 0 000 O O O o % & o € ® o 0 0 0 0 0
000 8 o _6 g o1& o _E& -EA o o 2EA LB g  _GE _EA g o _1& g _s&

e L2 L3 L2 L L L3 L2 L L3 L?

12E1 6EI EA 24E| 12EI 6EI EA

000 0 £ 0 000 0 -E o0 0 -E sE 0 EA,28 o o -1E s g _EA g

000~ o0 “ 000 % 0 _ o -5 & 0 U e e U

000 0 0 0 000 O 0 o o o -E 0 o B2 o 0 0 0 0

000 0 0 0 00O 0 0 0 0 0 0 _12E1 BEL 0 12E1  BEL 0 0 0
[ L2 L2 L?

000 0 0 0 000 O 0 o o o 0 e m o s o o o o
L2 L L2 L

000-1% o & gogo & o & o o o _um o m o o o mm o m

000 0 - 0 000 0 £ o v . v o

6EI . 2E| 6EI : 4E| 0 0 0 0 7% 0 0 0 0 0 % 0

000 % 0 A0 000 0 o o o = o & o o o & o &

- - L L2 L L2 L

4) Calcul du vecteur des déplacements nodalg;{d}

[Klg {d} g={F}¢

% 0 0 —% 0 0 0 0 0 0 0 0 — _
0 i _s g _aE s 9 9 0 0 0 0 || 0
L3 L2 L3 L2 _1qL
0 _SEL 4EL 0 BEL 261 0 0 0 0 0 Vi 24
L? L L2 L 0 Aqu
_EA o 0 2A4lE o &£ _EA o g -1 g £ ' 1
L L L L L U, 0
12E1  BEI EA , 24El 12EI  _ BEI _EA
0 -1 o 0 AL28 0 0 - 8 A0 v, L
_GEL  2EL _SEL 12E1 BEL 2Bl BEI 2EL
0 L2 L L2 0 L 0 L2 L L2 0 L 92 _ 0
o o 0 & 0 o £ o 0 0 0 0 U3 0
0o 0 0 0 ~AZL LGB g 1ELC G 9 g 0 Vs -zaL
L3 L2 L3 L2 0 2
1 2
_6EL 2Bl SEL  4El 3 -57aL
0o o0 0 0 T T 5 0o 0 o© 124
o o o0 = o & o o o u o s | 0
L3 L2 L3 L2 V4
0
0 0 0 0 —EA 0 0 0 0 0o £ 0
L L 04 0
SEL 261 SEL S e -
o o o -= 0 5 o0 o0 o0 & o &£
Apres I'élimination des degrés libertés bloques,
2& + 12EI 0 __6EI 0
L L3 L2 Uz 0 uz
L
EA | 24El __q
o T+F 0 va |=| -GL | =] Ve | =] T
L
__BEI 12EI 0 0 0
¥ 0 - 2 2 0

Pour calculé le vecteur des forces intérieuresieodi.} :

{ fint} = [ KL]{de} '{ fint}
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N1

T
Mz
N2
=Tz
-Miz

Toutes les éléments ont les mémes longueurspsecinerties et module d’élasticité, donc

[Ki]

Moz

le vecteur des forces intérieures.

donc

Ni2
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donc

,_‘
N
m
=)
m

|
"
S & "
|
(2] >
R o rf5 q,|

[
m|

{2
m
N
m

m
>

o o r|

o o PE

'_|

-
N
m

(2]
o Rh .

-
N
m

(o2}
g r
oM

|
N

o
T’_N|T o

¢ o A

=

By
SR

|
o
i

N
m
— '~

R o

=3

N
m o

75

—

T TAE |, 24l

0 _

El
EA 24
I_+L3EI

12
12
6

L9
L

El
24
+FEI

0

El
EA 24
L+L3EI

12
_qu

El
EA 24 _
I_+L3EI

_%q

0 —

12
0=
LT

El
24
+FEI

6 E
T
L+L3EI

0

El
EA 24
T +L3 El

12
1

6
19%E=
L

El
24 L
+FEI

_qu

1 412
quL

1
_2q|_

1 gL2
12qL




Dr. Mohamed LABED

Méthode des éléments finifrrrrrmem

B B e e T I R
EA EA L - EA
Ni2 °o T o 0 - 0 .z AETEE
BEI 4EI BEI 2EI L
Me | | = O T = 0 & 0 - 0
EA
—N|4 0 _% 0 0 % 0 0 qE_LA+%E|
_MI4 6EI 2E1 6EI 4E1
L . = o &= &5 o &= gL ° ]| o |
Tiz 0
N2 ~99.997
M
donc 2=
Tia
Nig -99.997
Mis 0
H'DW\ /(ﬂm
O W = N
4:,'\’(
]
Diagramme du moment fléchissant (SAP 2000).
O msﬁ i
i
4:,'\’(
El

Diagramme de I'effort tranchant (SAP 2000).
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]
[

-97.78

¥

Lol

Diagramme de I'effort normal (SAP 2000).
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