Etude d’une variable statistique a

deux dimensions

Dans les chapitres précédents, nous avons présenté les méthodes qui permettent de
résumer et représenter les informations relatives & une variable. Un méme individu peut étre
étudié & Vaide de plusieurs caractéres (on variables). Par exemple, les salaries en regardant
leur ancienneté et leur nivean d'étude, la croissance d'un enfant en regardant son poids et
sa taille. Dans la suite, nous introduisons 'étude globale des relations entre deux variables

{en nous limitant au cas de denx variables). Done, soit 2 une population et

Z:0 — R

w = Z(w) = (X{w), Z(w)),

on directement
(X.V): 2 — R

Dans ce cas, Z est dite variable statistique 4 deux dimensions avee Card((2) = N, avee N

un entier fini. Le couple (X, YY) est appelé le couple de la variable statistique.

Exemple 20
— On observe simullanémen! sur un échantillon de 200 foyers, le nombre d’enfants
X ef le nombre de chambre ¥,
- On observe sur un échantillon de 20 foyers, le revenu mensuel X en Da et les
dépenses mensuelles Y.
— Au prés des étudiants pris au hasard parmi une section de L2 génie civil, on

observe les notes de math3 X et de slabistique ¥ .
Une entreprise méne une étude sur la laison entre les dépenses mensuelles en
publicité X el le volume des ventes Y gqu'elle réalise.

4.1 Représentation des séries statistiques a deux variables

Les séries statistiques & deux variables peuvent étre présentées de deux fagons.

Présentation 1



A chaque w;, on associé (r;. y;), ¢'est a dire,
w; — {Iﬁ,yi'].

(On rassemblera les données comme dans le tableau suivant

wry un g ‘s wy
Variable X | X(un) | X(wa) | ... | X{wy)
Variable ¥ | ¥{un) | YViws) | ... | Yiwy)

Cette représentation on la notera "présentation 17, Nous allons utiliser toujours les notations
suivantes

= X['H_l;:}

et y; = Y(w;).

Exemple 21

Soit 1 Uensemble de 8 étudiants. Nouws avons le tableau suivant




avee X représente le nombre dheures passdes a préparer Ueramen de stalistique par
étudiant el Y représente la nofe sur 20 oblenue 4 Ueramen par Uéludiant.

Lors de cette représentation, nous pouvons traduire le tablean associe dans une figure
appelée "le nuage de points” ou "diagramme de dispersion” (voir Figure 4.1). Cette représen-

tation est obtenue en mettant dans un repére cartésien chaque couple d'observation (x;, y;)
par un point.
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FIGURE 4.1: Représentation sous forme de nuage de points.

Présentation 2

Soit la variable statistique Z donnée par le couple (X, Y). Soient xq, ..., . et y1,....5
les valeurs prises respectivement par X et Y. Dans ce cas, nous définissons les valeurs de &
comme suite, pour ¢ allant de 1 4 k et pour j allant de 1 4 [,

Zij = {IiT'yj}-

La wvariable statistique £ prend E x [ valeurs. Lors de cette étude, nous avons le tablean a
double entrée (ou tablean de contingence) suivant (discréte ou continue)



nij = Cﬂl‘d{ﬂ.‘ el : Z(w) = z,-j-}.

FIGURE 4.2: Le nombre d'individus qui prennent en méme temps la valeur r; et y;.

Nous notons par f;; la fréquence du coulpe (z;, ;). Cette fréquence est donnée par

avec
N = Card(f2),

ik
= 2.2 mi

j=1i=1

k1
53"

i=1 j=1

Remarque 16

Nous avens la propridté suivanie,




Lois marginales

Sur la marge du tableau de contingence, on peut extraire les données seulement par
rapport & X et seulement par rapport & Y (voir le tablean de contingence établi aupara-
vant).

1. Effectifs et frequences marginale par rapport 4 ¥ : nous avons, pour j = 1.1,

k
Tej 1= Z Thig,

i=1
et

ke
Ty
Jaj = % = Zf-ijn
- i=1

2. Effectils et fréquences marginale par rapport & X : nous avons, pour ¢ = 1.k,

et

Remarque 17

Nous avons les propriélés suivanies

k ] k !
Donie=) nej=N et Y fie=3 fo;=1
=1 j=1

i=1




Exercice 23
Nous considérons 10 salariés qui sont observés da Uaide de dewr variables “age” ef “salaire”.
Les informations brutes (pas encore traitées ou faponndes) sont données dans le tableau

suivant,

Salaire | 6000 | 7400 | 7500 | 8200 | 8207 | 8900 | 9100 | 9900 | 9950 | 10750

Age | 15 | 26 | 20 | 43 | 47 | 37 | 52 | a4 | S0 | 44

1. Déterminer le tableau de contingence (X : dge, YV : salaire). Pour Uige el pour le

salaire, former respectivement des classes de pas de 10 ans ef de 1000 Da.

2. Caleuler fo, fiz, fus et faa.
3. Déterminer les effectifs marginaur de X et de Y. Tracer le nuages de points.
4. Déterminer le tableauw stalistique des deuwr séries marginales X el Y.

Solution : En utilisant les hypothéses, nous considérons les classes suivantes,
[15.25], [25,35], [35.45]. [45, 53]

pour I'age et
6,71, [7.8], [8.9]. [9.10], [10,11],

pour le salaire (x1000). De plus, nous avons

— Tmi -1
Nombre de classe = € _ Tmax = Tmin _ 5

= 3.7 = 4 clusses,

pour 'ige et

Nombre de clusse = £ - L — Ymin = 10750 — 6000
Laal tlgal 1000

= 4.75 ~ b classes,

pour le salaire. Cette série statistique est reprézentée par le tablean suivant,



Age \ Salaire | [6,7] | [7.8] | [8.9] | [9.10] | [10,11] | nis | fie
(15, 25] 1 1| 0 0 0 0 |02
(25, 35] o | 1| 0 1 0 2 |02
135, 45] o | o | 2 0 1 3|03
(45, 55] o | o | 1 2 0 3|03
Tej 1| 2 | 3 3 1 |10 1
o 01 o203 03 | 01 |1 ]|

De ce fait, nous avons

he=mr=q=0t =g =x=0
el 0 9
45 Tig3
fis = N _1{]_{]‘ faa = N m—ﬂE

Le nnage de points est tracé, i partir des données brutes, dans la figure suivante.
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Enfin, les deux tableaux statistigues de X et de ¥ sont donnés, respectivement, par



4.2 Description numérigue

4.2.1 Caractéristique des séries marginales

Dans le cas d'une variable statistique 4 deux dimensions X et Y, les moyennes sont

données respectivement par

=

k k
1
= Z"'“'I“' = Z fiexi  (moyenne de X),
i=1

et

i !
1
7= Ejg;ﬂ.jyj = ; fejyi  (moyenne de Y).

Remargue 18
Dans le cos continu, x; el y; représentent respectivement le centre des classes de X ef

Y. clest d dire,
- Li+12+ L; ot ¥; Lj+12+ Lj .

Exemple 22
Nous calculons T el § pour Uexercice frailé précddemment. Nous avons la moyenne
d'dge

7= %(m + 60 + 120 + 150) = 37 ans.




et la moyenne du salaire

1
y= -1-6(6.5 + 15+ 25.5 + 28.5 + 10.5) x 100 = 8600 Da.

Nous définissions maintenant la variance de X et la variance de Y comme suit,
— e
2 . 2
Var(X) = z* — (T)°, avec I°:i= Zn.,z = Zf,.r :
=1

et

l t
- - 1
Var(V) = - (@)%  avee ¥i= > neyl = foitf
j=1 j=1
Les écarts-type de X et de Y sont donnés, respectivement. par

ox =/ Var(X) et oy =/ Var(Y).

4,2.2 Série conditionnelle

La notion de série conditionnelle est essentielle pour comprendre 'analyse de la ré-
gression. Un tablean de contingence se compose en autant de séries conditionnelles suivant

chaque ligne et chague colonnes.

Série conditionnelle par rapport &4 X

Elle est notée par X/y; (on X;) et on dit que c’est la série conditionnelle de X sachant

que ¥ = y;. Nous caleulons dans ce cas la fréquence conditionnelle f; /i ( fi sachant j), pour

i=1 .. Fk, par
- 1'11_7 _ fi

Taj f.j

.r:l,-"_;

Nous avons aussi la moyenne conditionnelle T; , c’est &4 dire la moyenne des valeurs de X

sous la condition y;, elle est définie par

Pour I'écart-type conditionnel, nous avons oy = /Var(X;) avec

Var (X_‘?} = Z.IE!,."_? - E_‘ijz =& — [fj}z'

i=l1



Remarque 19
Dans le cas ot nous avons un tableau des données brules ‘representalion 1° (nous

n'avons pas d'effectifs), nous avons les formules suivantes

. 1 e
?E=—Zm,- el §=—Zy,-.
N i=1 N i=1
De plus, nous avons
1 iy
= = Z T3l
N i=1

Remarque 20

La covariance est une notion qui généralise o variance, En effet,
Cov(X, X) = Var(X) et Cow(Y,Y)=Var(Y).
Cela provient de ln définition, c’est a dire,

Cov(X,X)=FF-FT =422 —F = Var(X).

Définition 25

On dit que deur variables stalistigues X el ¥V sonl indépendanies si el seulement si,
pour tout i el j,

fiz = fis % faj.

Il suffit que cette égalilé ne soil pas vérifide dans une seule cellule pour que les deux

variables ne soient pas indépendantes.. De manidre équivalente, pour tout i ef j,
N ¥ 1ij = Ny X Tyj.

Dans ce eas, si X el Y sont indépendantes alors (réciproque est fausse) Cov(X,Y) = (.




Cette définition donne une interprétation intéressante de d’'indépendance; elle signifie que
dans ce cas, les effectifs des modalités conjointes peuvent se caleuler uniguement & partir
des distributions marginales, supposées « identiques » anx distributions de X et ¥ dans la
population ; en d’autres termes, si X et ¥V sont indépendantes, les observations séparées de
X et de ¥V donnent la méme information qu'une observation conjointe.

4.3 Ajustement linéaire

Dans le cas oll on peut mettre en évidence existence d'une relation linéaire significative
entre denx caractéres quantitatifs continus X et ¥ (la silhouette du nuage de points est étirée
dans une direction), on peut chercher 4 formaliser la relation moyenne qui unit ces deux
variables i D'aide d'une équation de droite qui résume cette relation. Nous appelons cette
démarche 'ajustement linéaire.

4.3.1 Coeflicient de corrélation

Les coeflicients de corrélation permettent de donner une mesure synthétique de l'inten-
sité de la relation entre deux caractéres et de son sens lorsque cette relation est monotone.
Le coeflicient de corrélation de Pearson permet d'analyser les relations linéaires (voir ci-
dessous). 11 existe d’antres coefficients pour les relations non-linéaires et non-monotones,

mais ils ne seront pas étudiés dans le cadre de ce cours.

Proposition 3

Le coefficient Pxy est compris entre [—1, 1], ou encore

| Pyy | =L




— Plus le module de pyy est proche de 1 plus X et ¥ sont lides linéairement.

— Plus le module de pyy est proche de 0 plus il ¥ a I'absence de liaison linéaire entre
XNetl.
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FIGURE 4.4 A gauche, le coefficient de corrélation est proche de 1. A droite, le coefficient de
corrélation est proche de (.

4.3.2 Droite de régression

L'idée est de transformer un muage de point en une droite. Celle-ci doit étre la plus
proche possible de chacun des points. On cherchera done & minimiser les écarts entre les

points et la droite.
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FIGURE 4.7: La droite la plus proche possible de chacun des points.

Pour cela, on utilise la méthode des moindres carrées. Cette méthode vise 4 expliquer un

nuage de points par une droite qui lie ¥ 4 X, ¢'est 4 dire,



Y =aX +b,

telle que la distance entre le nuage de points et droite soit minimale. Cette distance matéria-

lise I'errenr, c'est i dire la différence entre le point réellement observé et le point prédit par
la droite. 5i la droite passe au milien des points, cette erreur sera alternativement positive
et négative, la somme des erreurs étant par définition nulle. Ainsi, la méthode des moindres
carrés consiste a chercher la valeur des paramétres a et b qui minimise la somme des erreurs

élevées an carré,

On pose

n

> e =Ula.b),

i=1

avec g; est Uerrenr commise sur chague observation, ¢'est & dire,

lei|=|yi—yf |= |y —az:i—b|.



